
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

CALCUL DIFFÉRENTIEL 
       (INTRODUCTION) 
  
       ET 
  

APPLICATIONS  
 EN PHYSIQUE 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

 
 
 

Vinh-Thuy NGUYEN 
Élève-Ingénieur  
Promotion 2003 

ÉCOLE NATIONALE SUPÉRIEURE DE TECHNIQUES AVANCÉES



CALCUL DIFFÉRENTIEL (INTRODUCTION)
ET APPLICATIONS EN PHYSIQUE

Vinh-Thuy NGUYEN
�

Promotion2003
Élève-Ingénieur

ÉCOLE NATIONALE SUPÉRIEURE DE TECHNIQUES AVANCÉES

�
vnguyen@ensta.fr



TABLE DESMATIÈRES TABLE DESMATIÈRES

Calcul Différ entiel (Intr oduction)
et Applications enPhysique

Table desmatières

1 Notions dedérivéeet
dedifférentielle 3
1.1 Rappels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.1.1 Définitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.1.2 Interprétationgéométrique. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.1.3 Équationdel’applicationtangente. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.2 Corollaire: uneautredéfinitiondela dérivation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.3 Approximationaffine etDéveloppementslimités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.3.1 Approximationaffine . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.3.2 Exemples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.3.3 Développementslimités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.4 Différentielled’unefonctionenun point . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.4.1 Approcheintuitive . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.4.2 La différentielle. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.4.3 Quelquespropriétésliéesà la différentielle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.4.4 Casdesfonctionsdeplusieursvariables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2 Applications en Physique 19
2.1 Calculsd’erreur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.1.1 Utilisationdela différentielle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
2.1.2 Majorationdel’erreur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.2 Un opérateurdifférentiel: le gradient. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.2.1 Approcheintuitive . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.2.2 Définition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.2.3 Interprétationphysique. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2



CalculDifférentiel(Introduction)
etApplicationsenPhysique

1 Notions dedérivéeet
dediffér entielle

La premièresectionintroduit lesnotionsdebasesur le critèrededérivabilité (déjàvu), lesconséquences
(approximationaffine), et la généralisationqui aboutità la théoriedesDéveloppementsLimités. Dansla suite,
on introduit la notiondedifférentiellebeaucoupplusmaniable,surtoutlorsquel’on aaffaireàdesfonctionsde
plusieursvariables: on généraliseainsila notiondedérivabilité parcelledela diffrérentiabilité.

1.1 Rappels

1.1.1 Définitions

Définition 1 (dérivabilité [1]). Soit
�

: ����� unefonctiondéfiniesur un intervalle ouvertI de � dans � et
x�	�
� un réel.Soitun réel � nonnul tel que �
��������� .

Si la quantité

��� �
��������� ��� ������ admetunelimite finie lorsque � tendvers � , autrementdit, s’il existe� ��� tel que
��� �"!"#$&% � ��� �������
��� ��� �
�'�� , alors on dit que

�
estdérivableen ��� et on appelle

��� �
()� ���&� le
nombre dérivéde

�
en ��� .

Unevariante decettedéfinition Onpeutdonnerunedéfinitionéquivalentedela dérivabilitéparchangement
devariables.

Eneffet,enposant� � �*�+��� , la conditiondedérivabilités’écritalors:
�

estdérivableen �
� si etseulement

si le tauxd’accroissement
��� �,�-� ��� ������.�/��� admetunelimite finie quand� tendvers ��� .

En résumé,
�

estdérivablesi et seulementsi il existe
� �
0 tel que:�,�1�"!"#$&% � ��� � � ���
��� ��� � � �� �2�"!"#3 % 3�4 ��� �5�-� ��� � � ��6�/�
�

Ainsi, associerà chaquepoint ��� , ou plusgénéralementchaquepoint � del’intervalle ouvert � où
�

y est
dérivable,c’estsedéfinir implicitementunefonctionquel’on appellefonctiondérivéeet quel’on note

�
(
(ne

pasconfondretoutefois
� (

qui estunefonctionet
� ( � �,� qui estun nombre!).

1.1.2 Inter prétation géométrique

À partir de cettedéfinition,on esten mesurede donneruneinterprétationgraphiqueen remarquantque,

pourunréel �87� � � donné,le tauxd’accroissement
��� �5�-� ��� �
�'��6�/�
� n’estautrechosequele coefficientdirecteur
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1 NOTIONSDE DÉRIVÉEET
DE DIFFÉRENTIELLE 1.2 Corollaire: uneautredéfinitiondela dérivation

FIG. 1 – Pented’unecorde

de la cordereliantdeuxpointsde la courbereprésentative 9;: de
�

d’abscissesrespectives � et ��� . En faisant
tendre� vers �
� , on serendcomptequela cordetenddeplusenplusversune“cordelimite”, qui estenfait la
droite tangenteà 9;: aupoint �
� . Le nombredérivé, s’il existe,estalorsle coefficient directeurde la tangente
dugraphede

�
aupoint � � , ou,cequi revientaumême,la tangentedel’anglequeformela droitetangenteavec

l’axe desabscisses.

1.1.3 Équation de l’application tangente

La droitetangenteà 9<: en ��� estdela forme = �?> �@�BA , avecpardéfinition
>C� �
()� ���&�ED PourdéterminerA , il suffit deremarquerquela tangentepassepar le point decoordonnées

� �
� ;
��� �
��� ), point qui vérifie ainsi

l’équation.Enréinjectantdansl’équationdela droite,on obtientA . L’équationdela tangenteestdonc:

= � � ( � � � �ED � �F�/� � �,� ��� � � �
1.2 Corollair e : uneautre définition de la dérivation

Définition 2 (dérivabilité [2]). Soit
�

: ����� unefonctiondéfiniesur un intervalleouvert � de � dans � et
x� �
� un réel.Ondit que

�
estdérivableau point � � s’il existeun réel

�
tel quel’on puisseécrire :��� �
������� � ��� �����G� � DH�I�J�,DLK � ���

avec K � �
���M� quand �6�N� . � estalors par définitionle nombre dérivéde
�

en �
� , quel’on note
�
(O� ���&� .

On peutdémontrerquele nombredérivé ainsidéfini estle mêmequecelui de la définition1, c’est-à-dire
qu’il y a bienéquivalenceentrelesdeuxdéfinitions,maiscen’estpasl’objet decerappeldemathématiques;
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1 NOTIONSDE DÉRIVÉEET
DE DIFFÉRENTIELLE 1.2 Corollaire: uneautredéfinitiondela dérivation

FIG. 2 – Familledecordeset “dr oite limite”
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1 NOTIONSDE DÉRIVÉEET
DE DIFFÉRENTIELLE 1.3 Approximationaffine etDéveloppementslimités

néanmoins,on peutfacilementcomprendrepourquoicettedéfinitionestbienéquivalenteà l’autre : en faisant
passerle terme

��� ����� àgaucheet endivisantle toutpar � , onobtientalors:��� � � ���
��� ��� � � �� �P� �QK � �
�
Toutsepassedonccommesi l’on avait substituéle symbole“

�R!"#
” paruntermeK � �
� qui mesurel’écart -ou

l’erreur- entrele coefficientdirecteurdela cordequelconqueet le coefficient directeurdela “cordelimite” (i.e.
la tangente,coefficient directeurqui estle nombredérivé pardéfinition).Cetécartseréduit significativement
dèsque � estsuffisammentprochede � .
On peutévidemmentreprendretout çaentravaillant avecla variable�6����� , onauraitalorseu:��� �5� � ��� �����,� � D � �.�������G� � �.�/���&�EDLK � �F�/���&�
Cen’estévidemmentqu’unartificed’écriture!

1.3 Approximation affine et Développementslimités

Unedesconséquenceslesplus importantesqui découlentde la deuxièmedéfinitionquel’on a donnéede
la dérivation estce que l’on appellel’approximationaffine, et sagénéralisation,qui aboutità la théoriedes
DéveloppementsLimités, trèsutilisésdansles domainestels que la Physique,la Chimie ou les Statistiques
lorsqu’il estnécessairedefairedesapproximations.

1.3.1 Approximation affine

Écrire,lorsque
�

estdérivableen �
� que:��� �5� � ��� � � �,� � ( � � � �ED � �.��� � �,� � �F�/� � �EDLK � ���/� � �
signifie,dansune“très largemesure”quel’on peutconfondre,auvoisinagede � � , � et satangenteou plutôt,
pourêtrerigoureux,la courbeST: etsatangente.Sedéplacersurla courbeST: ousedéplacersurla tangenteau
voisinagede ��� revient quasimentaumême.En effet, le terme��� �
���,� � ( � �
���ED � �.�/�
�&�
n’estautrequela tangentede ST: en �
� . “très largemesure”carcetteapproximationde

�
parsatangenteen �
�

(auvoisinagede ��� seulementet pasailleurscar il faudraity considérerles autrestangentes!) ne sefait pas
audétrimentd’unecertaineerreur, erreurmesuréejustementparle termeen

� �.�/�
�&�EDLK � �F�����&� . Néanmoins,
cetteapproximationdevient trèsjustifiéequand� estinfinimentprochede ��� carl’erreurestalorsdel’ordre de� �B�U� � �WV cequi estasseznégligeabledevantlesautrestermesquand

� �B�U� � � estsuffisammentpetitdevant X .
Ainsi, onaapproximé

�
parsatangenteauvoisinagede ��� , droitequi estunefonctionaffinepardéfinition:

on comprendalorsaisémentd’où vient le nom.

1.3.2 Exemples

En faisantainsidesapproximationsaffines,lorsqu’ellessontjustifiées,on peutfairedescalculsbeaucoup
plusrapidementou allégerdesexpressionsparfoistrop lourdes.En voici quelquesexemples:

Au voisinagede � , on a
��� �5� � XXY�/�[Z XT��� car

��� �\� � X et
� ( � �\� � X , aussi,pourcalculer

X�^]`_a_a_ �XXb���^]c�a�<X � ��� �^]c�a�<X&� , inutile desecasserla tête,celafait Xd�J�^]c�a�<X � Xe]c�a�<X à peuprès! Et si vousn’êtes

6



1 NOTIONSDE DÉRIVÉEET
DE DIFFÉRENTIELLE 1.3 Approximationaffine etDéveloppementslimités

FIG. 3 – Un exempled’approximationaffine de ��f� XXg�/� Z X*���
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1 NOTIONSDE DÉRIVÉEET
DE DIFFÉRENTIELLE 1.3 Approximationaffine etDéveloppementslimités

pasconvaincus,vérifiez-lesurla calculatrice! Remarquerévidemmentquecelanemarchepassi l’on généralise

avecdesaccroissementstropgrands:
XXg�JX'� 7� X*�PX'� ! L’approximationaffine gardeun caractèrelocal.

Voici quelquesapproximationsaffinesusuelles:

–
XX*����Z XY�/� ( il suffit dechanger� en �g� )

–
XXY�/� V Z X���� V ( pareil,onchange� en � V )

–
�"h � X*���,� Z �

– i !"h � Z �
–
� X*���,�Wj Z X*��k�Dl� (avec k un réelquelconque)

Rq : On a évidemmentfait desapproximationsaffinesauvoisinagede � . Il estimportantaussideserappeler
quetoutescespropriétésgardentun caractère local.

1.3.3 Développementslimités

Pourquois’arrêterensi bonchemin? En effet, on saitapproximerdésormaisunefonction, lorsqu’elleest
dérivable,parsatangente,cequi constitueunebonneapproximationaffine.Maisonpeutseposerla questionde
savoir si l’on peut“affiner” la précisiondenotreapproximation.Deplusenfaisantuneapproximationaffine,on
confondunefonctionparfoiscomplexeparunefonctionaffine i.e. unpolynômedupremierdegréextrêmement
simplepuisqu’unpolynômene fait intervenir quedesadditionset desmultiplications(l’intérêt sesitued’un
point devuealgorithmique)! Aussi,peut-onaller plus loin enapproximantnotrefonction

�
parun polynôme

dedegréquelconqueetneplussecontenterdu simpledegré X ?Quellessontalorsleshypothèsesquel’on doit
fairesur

�
?

Toutescesquestionstrouvent leur réponsedansla Théorie desDéveloppementsLimités, théoriemathé-
matiquetrès intéressantemaisdont il ne seradonnéici quedesrésultatsimportants.Un autrechapitresera
éventuellementconsacréauxDéveloppementsLimités.

Définition 3 (Développementlimité). Soit
�nm �o�p� unefonctiondéfiniesur un intervalleet ���	�
� .

On dit qu’unefonction
�

admetun développementlimité d’ordre q au voisinage de � � s’il existeun poly-
nômededegré q tel que:

��� �,� �[r ��� r;s � �F�t���&�,� r V � �6�/�
�&� V � r�u � �F�t���&� u �[DvDvDw� ryx � �6������� x ��z �{� �F�/�
�'� x �
��� �,� � x|}'~ � r } � �F�/�
�'� } ��z �{� �F�/����� } �

Le derniertermequi selit “un petit z de
� �F��� � � x ” signifiequecetermeestnégligeabledevant lesautres

termes; il suffit de généraliserla définition vue plus hautde l’approximationaffine : ainsi z �{� �/�Q�
��� x � �� �U���
�'� x K � ��������� où K � �U���
�&� estunefonctionqui tendvers � lorsque��� �
� (typiquement,il estde
l’ordre de

� �U�����&� xa� j ( kn��� ), en général
� ��������� xe��s , et donc,encoreplus négligeabledevant les autres

termes-ainsi �^]c�a�a�<X�� estnégligeabledevant �^]c�a�a�<X u , �^]c�a�a�<X'V et �^]c�a�a�<X ). On obtientalorsuneprécisionde
l’ordre de

� �F�t� � � xa��s .
8



1 NOTIONSDE DÉRIVÉEET
DE DIFFÉRENTIELLE 1.3 Approximationaffine etDéveloppementslimités

Inter prétation
L’écriture ��� �,� � x|}'~ � r } � �F�/�
�'� } ��z �{� �F�/����� } �

s’interprètede la manièresuivante: les termessuccessifsde la sommenousdonnentuneinformationdeplus
enplusfineet précisesurle comportementde

�
auvoisinagede ��� . On aeneffet déjàdéduitdel’écriture��� �,� � ��� � � �G� � ( � � � �ED � �F�/� � ����z �{� �.�/� � �{�

lorsque
�

estdérivable,que,auvoisinagede ��� , ��� �,� estprochede
��� �
�'� maisencoreplusprochede

��� �������� ( � � � �ED � �Y��� � � . Ainsi, lorsqu’onrajouteuntermed’ordresupérieuràchaquecran,la différenceestnégligeable
devantunefonctionqui tendencoreplusvite vers � . C’estcequ’onappellefaireundéveloppementlimité.

CasdesfonctionsdeclasseS x ( q fois dérivables)
Dansle casdesfonctions q -fois dérivables,un théorèmenousassurequ’ellesadmettentun développement

limité (car encorefaudrait-il le trouver ce polynômequi approchesi bien notrefonction
�

!) et ce théorème
nousfournit mêmelescoefficientsdenotrepolynôme:

Théorème1. Soit
�

unefonctionréelled’un intervalleouvert � dans� etsoit ���	��� . Si
�

est S x sur � , alors�
admetun développementlimité à l’ordre q et l’on a pour tout ���	������ �5� � ��� �����,� x|}'~ s ��� }�� � ���&��
� � �F�/����� } ��z �{� �.�/�
�&� x �

Pourlesinitiés, il s’agitdudéveloppementdeTaylor-Youngà l’ordre q . Pourlesautres,il suffit decalculer
lesdérivées

�
-ièmepuislesévalueren ��� pourobtenir, àun facteur

�
�
près,lescoefficientsdenotrepolynôme

approximateur.

Remarquesfondamentales

– La réciproqueestfausse: unefonctionadmettantundéveloppementlimité àl’ordre q n’estpasnécessai-
rementdérivable q fois. Pours’enconvaincre,il suffit deconsidérercommecontre-exemplela fonction:�nm ��f����X����o��� V ��� u i !"h � X� �

– Il s’agit, à chaquefois, dansles écrituresvuesplushaut,devraies égalités: soit on écrit l’égalité jus-
qu’auboutengardantle “ z � � x � ”, soit on dit qu’onpasseà la limite eton écrit “ � ”.i !"h � � �o��z � �
V&� mais i !Rh �F�?� quand���M� .

– Uneapproximationaffine,c’estun développementlimité à l’ordre X ...
Exemplesde développementslimités

La plupart desfonctionsci-dessoussont définies,continueset dérivablesen � une infinité de fois : elles
admettentdoncun développementlimité à tout ordreen � . Il suffit alorsde “tronquer” le développementà
l’ordre voulu.

–
XXY�/� � X*���o��� V ��� u ��� � �?DvDvDw��� x ��z � � x �� On reconnaîteneffet unesériegéométriquequi vaut

XY�t� xXY�/� � XXg��� ennégligeant� x devant X .
9



1 NOTIONSDE DÉRIVÉEET
DE DIFFÉRENTIELLE 1.4 Différentielled’unefonctionenunpoint

–
� X*���,� j � X*���o� k � kt��X&�� � � V �?DvDvDw� k � k��JX&� � kt� � �EDvDvD � kt� � q��JX&�{�q � � x ��z � � x �� Importantcarla plupartdesautresdéveloppementslimitésusuelssedéduisentdecelui-ciparcompo-
sition.On rappelleéglementque k estréel.

–
� q � X*���5� � �.� � V� � � u� � � �� � ���� �?DvDvDw� � ��X&� x\�,s � xq ��z � � x �� Cedéveloppementestégalementtrèscourant.

– ����i;� � Xg� � V� � � �� � �?DvDvDw� � ��X&� x � V x� � q�� � ��z � � V xa��s �
– i !"h � � �.� � u� �g� ���� �d�?DvDvDe� � ��X&� x � V xe��s� � q.�[X&� �
��z � � V xe� V �

On peutévidemmentretrouver cesdéveloppementsparcalculssuccessifsdesdérivéespuisévaluationsenun
pointdonné,maiscelaprendparfoisbeaucoupdetemps: il vautdoncmieuxlesconnaîtreparcoeursi possible.

FIG. 4 – Développementslimitésà l’ordre 0 et 1

1.4 Différ entielle d’une fonction en un point

Maintenantque les notionsde dérivabilité et de développementlimité ont étéprésentées,il convient de
seréfléchirsur le problèmesuivant : en physique,nousrencontronssouvent desfonctionsqui ne dépendent
plusd’uneseulevariable,maisdeux,trois et voire,mêmetrèssouvent,plusieurs.On comprenddèslorsquela

10
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1 NOTIONSDE DÉRIVÉEET
DE DIFFÉRENTIELLE 1.4 Différentielled’unefonctionenunpoint

FIG. 5 – Développementlimité à l’ordre 2

notiondedérivabilité estinutilisable.Il s’agit doncdeprésentermaintenantun autrecritèrequi englobecelui
dela dérivabilité et la généralise,et uneautregrandeurqui généralisecelledela dérivée.

1.4.1 Approcheintuiti ve

Élémentsdifférentielsou infinitésimaux
Supposonsunevariable� réellesusceptibledevarierdans� . Si � varieinfinimentpeu, � passedela valeur� à la valeur �����\� infinimentprochede � . Ainsi, “ �\� ” apparaîtcommeun élémentinfinimentpetit devant � ,

tellementpetit qu’onpeutà la rigueurle supposernégligeabledevanttout,maisassezgrandcependantpourne
pasle considérercommenul. On dit que ��� estun élémentdifférentiel.

Différentielle d’une fonction d’une seulevariable / Notation différentielle
Soit  ¢¡*£�¤p� unefonctiondéfinieetdérivablesurun ouvert £ de � et soit ��¥	¦F� .

Si l’on considèreun point ��¥ de £ et quel’on sedéplacesur la courbe§;¨ de sorteà arriver en un point
d’abscisse� infinimentprochede �
¥ tel que ��©?��¥����\� ; sachantque   estdérivableparhypothèses,onpeut
écrire:

 �ª«�5¬�©P �ª«�
¥������,¬�©P �ª«��¥�¬G�J 
­Oª«�
¥'¬E®Rª«�F¯/�
¥&¬,��°<ª«�.¯/�
¥�¬�©P �ª«��¥�¬,�� 
­)ª«��¥�¬��\�o��°<ªO�\�5¬
Or, commel’on s’estdéplacéinfinimentpeusurle graphe,l’ordonnéeaura,elleaussi,égalementpeuvarié,

cequel’on peutécrire:

 �ª«�
¥������5¬�±P �ª«��¥�¬,���W �ª«��¥�¬�©P �ª«�
¥'¬����² 
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parcommoditéd’écriture,on aconfondu³ ��� �
��� et ³ � .
Ainsi, on obtient: ��� �����G��³ � � ��� �����,� � ( � ������³\�o��z � ³\�5�
d’où, enfaisanttendre³�� vers � : ³ �³�� � � ( � �
�&� � ³ �³�� � �����
Ceci explique pourquoion notesouvent la dérivéesouscetteformedifférentielleen physiqueet non pas

sousformefonctionnellecommeil estd’usageenmathématiquesclassiques.

Quelquesremarquesfondamentales

– Toutd’abordlanotationdifférentielle,fait ressortirunsensbeaucoupplusphysiqueàlanotiondedérivée.
En effet, unedérivation qui estuneopérationcomplexe consistanten un passageà la limite d’un taux
d’accroissement,seréduit ici formidablement,grâceà cettenotationdifférentielle,à un simplequotient
dedeuxélémentsinfinimentspetits:�"!"#3 % 3�4 ��� �5��� ��� � � ��F�/��� � ³ �³\� � ���&� � ³\=³�� � ���&�

– Géométriquement,on comprendaussitrèsfacilementpourquoile nombredérivé représentela pente,ou
la tangentedel’angle forméparla droitetangenteet l’axe desabscisses: dansle petit trianglerectangle

decôtés³�� et ³ � (ou ³\= ), le rapport
³�=³\� représentebien ´cµ h k .

– La dérivation, quandil y a composition,perdde soncaractère“paranormal”: avant, on écrivait
�·¶.¸� � ( �«¹ � � ¶ ()º ���«¹ �¼»�½ � ( �«¹ � , maintenanton écrit le rapport

³ ¶³ ¹ quel’on multiplie etquel’on divisepar ³ � :³ ¶³�� � ³ ¶³ � ½ ³ �³�� � ¶ ( º ���«¹ �¼»�½ � ( �«¹ � . Qui adit magique?

– La notationdifférentielleestbienpratique,maiscelanerestequ’unenotation.

– Enfin,unechosequel’on apasséesoussilenceestle fait quel’on autilisé
�

commeunepurevariablene
dépendantà priori ni de � ni dequoiquecesoit.Or, il fautsavoir quepourle mathématicien,la quantité��� �5� qui varie,certes,quand� varie,estfondamentalementdifférentede

�
, qui estunefonction : ces

deuxobjetsmathématiquesn’ont riendecommunsi cen’estlesmêmeslettres!

Maisalors,pourquoidoncfairecetteconfusionentre
�

la fonctionet
�

la variableenphysique?Parcequepour
le physicien,unegrandeurphysiquetellequela pressiond’un gazparexemple,restela pression,indépendam-
mentdesparamètresdontelle dépend,quecesoit le volumeou la température! Ainsi, enphysique,la notion
de“fonction” conserve un senslimité et toutegrandeurn’esttraitéequ’entantquevariable.

1.4.2 La différentielle

Rappelonstoutd’abordcequ’estuneapplicationlinéaire:

12
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FIG. 6 – La différentielleet la notationdifférentielle

Définition 4 (Application linéaire). Si ¾ et ¿ sontdeuxespacesvectoriels1 à valeurs dansun corps À ( Á
ou � ). On dit qu’uneapplication Â de ¾ dans ¿ est linéaire si et ssi l’image de toutecombinaisonlinéaire
d’élémentsestcombinaisonlinéaire desimagesdesélémentset quel’image du vecteurnul estle vecteurnul.Ã �ÅÄ ]{Æ��Y� À V Ã � ��]{=;�T� ¾ VÂ �ÅÄ Dl�Ç��Æ�Dl=;� � Ä D Â � �,�G��Æ�D Â � =<�Â � �aÈ�� � �aÉ
Théorème2 (Différentielleenun point). Soit

�Êm �Ç�M� unefonctiondéfinieetdérivablesurunouvert � de� etsoit � � ��� .
Il existeuneuniqueapplicationlinéaire de Â de � dans� tellequepour tout ³\�U��� :��� ������³\�5� � ��� �
���G� Â � ³\�5����z � ³\�5�
Cetteapplicationlinéaire estappeléedifférentielle2 de

�
au point � � etsenote ³ ��� � � � .

PREUVE : la preuve estcomplexe; le lecteur, s’il désireapprofondirsesconnaissancessur ce sujet(il le
devra de toutemanières’il est,ou amenéà êtreélève en classespréparatoiresscientifiquespuisquecelafait

1Un espacevectoriel Ë muni deslois Ì et Í (où Ì estuneloi decompositioninterneet Í uneloi de compositionexterne)estunÎ
-espacevectoriel-ou espacevectorielà valeurdansuncorps

Î
- si Ï"ËTÐ¼Ì*ÐWÍ Ñ estungroupeabélienrelativementà la loi Ì etquetoute

combinaisonlinéaired’élémentsde Ë estdansË : Ò<ÏRÓyÐ�Ô�Ñ,Õ ÎGÖ et Ò<Ïv×yÐÙØÙÑ
Õ	Ë , ÓyÍ ×dÌ�Ô;Í Ø@ÕÚË .
2Il nefautpasquele lecteursoitdéstabilisés’il lui arrivederencontrerdespersonnesoudesauteursqui parlentde“dérivée”aulieu

dedifférentielle.En fait, s’il estvrai quel’on utilise le mot “dérivée” pourdésignerla fonctiondérivée,ou,cequi revient aumême,le
nombredérivé, cetteraisonestpurementhistoriquepuisquec’estcommecelaqu’elle a étédécouverteet formalisée.Lesdécouvertes
et la généralisationde la théoriequi englobentaussile casdesfonctionsdeplusieursvariablesont fait quela notiondedifférentielle
estla seulequi soit vraimentimportante.Dèslors,parabusdelangage,certainsparlentdedérivéeou dérivéetotaled’unefonctionau
lieu dedifférentielle,dela mêmefaçonqu’il conserve dansle vocabulairela notionde“dérivabilité” aulieu de“dif férentiabilité”.

L’important, c’est de comprendrequedansle casd’une fonction d’une seulevariable(voir Remarque1), au lieu de considérer
l’applicationlinéairetangente( Û ) enentier, il estplusfaciledeneconsidérerquele nombredérivé,c’est-à-direle coefficient directeur,
car, enpratique,uneapplicationlinéaireendimensionÜ de la forme ×ÞÝßaà�á�Í × estentièrementdéterminéepar le coefficient á , alors
quecen’estplusle casendimensionâ ou plus,puisqueseulela notiondedifférentielleestalorsutile et valable.
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partiedu programmedeMathématiquesSupérieures), consulterun ouvragedemathématiques.

Remarque1 :

Nousavionsvu quelorsque
�

étaitdérivableen � � , onpouvait écrire
��� � � �	³\�5� � ��� � � �c� ³ �³\� ³\�,��z � ³\�5� ���� �
���G��³ � ��z � ³\�5� . L’application

³ �nm ³\��f��� � ³ �³�� �äã 3 ~ 3�4 ³\� � � ( � ���&��³\�
estbienlinéairepuisqueproportionnelle: onendéduitparunicitédela différentiellequec’estbienelle,etque
décidément,³ � portevraimentbiensonnom! (leschosesontétébienfaites,et lesobjets,biennommés...).

Remarque2 :
En physique,exprimer la différentielled’unegrandeur

�
, celarevient à exprimer une variation élémen-

taire de
�

en fonction desvariations élémentairesdesvariables dont dépend
�

. ³ � � �
()� �����EDå³�� enestun
exemple.

1.4.3 Quelquespropriétésliéesà la différentielle

Théorème3 (Propriétés de base). Soient
�

et
¶

deuxfonctionsd’une variable réelle � différentiables(qui
admettentunedifférentielle: si unefonctiond’une seulevariableestdérivable, elleestaussiautomatiquement
différentiable),alors ona :

– ³ �)� � ¶ � � ³ � ��³ ¶
– ³ �)� ½ ¶ � � ³ �Y¶ � � ³ ¶
– ³ � � ¶ � � ³ �@¶ � � ³ ¶¶ V
– ³ � �"h � � � ³ ��
PREUVE :
– ³ �)� � ¶ � � º ��� �,�,� ¶
� �5�¼» ( ³\� � º � ( � �5��� ¶ ( � �5�¼»y³\� � ³ � ��³ ¶
– ³ �)� ½ ¶ � � º ��� �,�d½ ¶
� �5�¼» ( ³\� � º �
(«� �5� ¶5� �5�-� ��� �5� ¶\(Å� �,�¼»y³�� � ³ �@¶ � � ³ ¶
– ³ � � ¶ � � º ��� �5�¶
� �5� » ( ³\� � º � ( � �5� ¶5� �5��� ��� �5� ¶ ( � �,�¶ V � �5� »y³�� � ³ �@¶ � � ³ ¶¶ V avec

¶
nes’annulantpassurl’inter-

valle d’étude.

– ³ � �"h � � � º �"h º ��� �,�¼»v» ( ³\� � º � ( � �,���� �,� »;³�� � ³ �� On parlededifférentiellelogarithmique: trèsutiliséeen

Physiquecarellemesureun écartrelatif. æ
On n’a rien apprisde réellementnouveaucar en fin de compte,ce ne sontquemanipulationsd’écriture

mathématiques...Etl’on sedemandepourquoiavoir inventécettenotion de différentiellealorsquel’on s’en
tirait trèsbienaveccelledela dérivée...???Ehbien,dansle casdesfonctionsdeplusieursvariables,la notion
dedérivéeperddesonsensetseulela notiondedifférentielleestencoreexploitable.

1.4.4 Casdesfonctionsde plusieursvariables

Il arrive parfois(et mêmetrèssouvent!) qu’unegrandeurdépendede plusieursvariablesà la fois. Ainsi,
enPhysique,il n’estpasrarededevoir traiterdesgrandeurs,fonctionsdeplusieursvariables; citonsquelques
exemplesà titre d’illustration :
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– En thermodynamique,la pressiond’un gazsupposéparfait dépenddu volumequ’il occupe,du nombre
de molescontenuesdansce volumeet de la température,relationde dépendancequi se traduit par la
célèbreformule: ç � qGèÚéê

où è estla constantedesgazparfaits( è �Pë ] � X � J.mol
�,s`ì8�,s

).
– En électromagnétisme,les champsélectrique

�� ¾ et
�� í

dépendentdansle casgénéral,et du point de
l’espace,etdu temps,si bienque: �� ¾ � �� ¾ � ��]{=�]cî<] ¹ �

�� í � �� í � ��]{=�]cî<] ¹ �
– En mécanique,l’énergie potentielle¾�ï associéeàuneforceestaussifonctiondu tempset del’espace:¾�ï � ¾*ï � ��]{=�]cî;] ¹ �

�� ¿ � � �� ð ¾ ï � � �\�a�¶\ñ r ³ ¾ ïÞòBóõô^ö
÷ �� ¿ D �� ³ �g�Pøeùú� �Y³ ¾ ï
Dèslors, on serendbiencomptequel’on nepeutplusparlerdedérivéeà proprementparler: dérivéepar

rapportàquellevariable?

Un nouveaucritère : la différentiabilité
Soit
�ûm ��ü[� u �ý� où � estun ouvert de � u et soit

ê � � � �
�e]{=��e]cî&�&�@�/� un point de � u ou un vecteur
(c’estla mêmechose).

i.e.
�þmQ� ��]{=
]cîy��f� ��� ��]{=
]cîy� . On se choisit ici une fonction de trois variables-c’est souvent le cas

en physique,ne serait-cepar exemple,le casd’une températurequi dépenddu lieu considéré,et donc des
coordonnées(x,y,z)- maisonpourragénéraliseraubesoin...Le lecteurauracomprisquetraiterunefonctiondeq variablesrevient àétudierunefonctiond’uneseulevariablevectorielledetaille q ...

Onmunit � u desanormeeuclidienneusuelle: ÿ ê � ÿ V ��� � V� ��= V� ��î V� .
On nepeutplusparlerdedérivabilité pour la fonction

�
, notionqui n’était vraiequedansle casoù l’on avait

unefonctiond’uneseulevariable.En revanche,la notiondedifférentiellerestetoujoursvalable.

� La notion dedifférentiabilité dansle casdesfonctionsdeplusieursvariablesestunegénéralisation
de la notion dedérivabilité dansle casclassiquedesfonctionsd’une seulevariable.

Il suffit donc,dèslors, derevenir à la définition initiale (définition/théorème2) de la différentiabilité en la
généralisant: existe-t-il uneapplicationlinéaire Â m � u ��� (on parleici de formelinéaire-cf coursMaths
Sup-) tellequepourtout vecteur

�v�³ ê � � ³���]c³�=
]c³\îy� , onait :��� �
����³���]{=�����³�=
]cî&�*��³yîy� � ��� �
�w]{=��Ù]cîÙ�Ù�,� Â � ³���]c³\=�]c³yîy�-����� �R�³ ê ��� V�� � � �«�³ ê � �òBó ��� ��ê ��� �R�³ ê � � ��� ��ê ���G� Â � �R�³ ê �,� ��� �"�³ ê ��� V�� � � �R�³ ê � �
avec � m � u �p� telleque � � � �«�³ ê � � ���M� quand ��� �R�³ ê ��� V ���N� . (critèredeFréchet-différentiabilité) ?

Onpeuteffectivements’amuseràdévelopperl’expressionde
��� ��ê �;� �R�³ ê � etessayerdefaireressortirunepartie

linéaireen
�R�³ ê , puisunepartiequadratique(entermedecarré)négligeableen

�R�³ ê . Mais celaesttout demême
fastidieux,aussinousallonsdonnerdesdéfinitionséquivalentesdela différentiabilité.
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Dérivéepartielle
On peut,lorsqu’unefonctiondépendainsideplusieursvariables,définirdesdérivéespartiellescommeétant

desdérivéespar rapportà unevariablequandon maintientlesautresconstantes: on seramèneainsià un cas
bienconnui.e. la dérivationdefonctionsd’uneseulevariable.

Définition 5 (Dérivéepartielle). Soit
�Cm �6ü�� u �p� où � estunouvertde � u etsoit

ê � � � � � ]{= � ]cî � �d���
un point de � u .

On définit la dérivéepartielle de
�

par rapport à � en ��� et au point
� �
�e]{=��w]cî&�Ù� , quandelle existe, la

quantiténotée ��� �� �
	���
 � � �
�e]{=��Ù]cîÙ�&� avec= et î maintenusconstants:� �� � � � � ]{= � ]cî � � �þ�"!"#� 3 % � ��� ������³\��]{=��e]cî&�&�-� ��� ���w]{=��e]cî&�&�³��
et dela mêmefaçonlesdérivéespartiellespar rapportà = et î . On utilise le signe“ � ” et non“ ³ ” car la

dérivéeestpartielle.

Critèr e de différentiabilité
Il existeun théorèmetrèspuissantqui nousdonneuncritèreéquivalentdedifférentiabilité:

Théorème4 (Différentiabilité). Soit
� m �.ü�� u � � où � estun ouvertde � u et soit

ê � � � �
�e]{=��Ù]cîÙ�&�T���
un point de � u .

1.
�

estdifférentiablesi et seulement
�

admetdesdérivéespartiellespar rapportà toutessesvariableset
quecesdérivéespartiellessoientcontinues.

2.
�

estalorscontinueglobalementpar rapportà sesvariables(la continuitépar rapportà chaquevariable
priseséparémentestinsuffisante! ! !) eton dit que

�
est S s .

3. La différentiellede
�

au point
��ê � � � ���e]{=��w]cî&�Ù� estalors l’application :³ � ã � %� 4 � �R�³ ê � � � �� � � ��ê ���5³��B��� �� = � ��ê �&�
³�=Þ��� �� î � ��ê �&�
³yî

Concrètement,celaveutdire qu’unevariationinfinitésimaledela grandeur
�

provient devariationsinfini-
tésimalesdesgrandeurs� , = et î , pondéréespar lesvaleursdesdérivéespartiellesencepoint.Par allégement
desécrituresetengénéralisantpour � , = et î quelconques,onécrit :

³ � � � �� � ³��Ç��� �� = ³\=	��� �� î ³\î
Remarquesimportantes

– Quandon écrit que ³ � � � �� � ³\�o� � �� = ³\=�� � �� î ³yî , enmaintenant= et î constants,³\= � ³yî � � , et en

divisantlesdeuxmembresdel’égalitépar ³�� , on retrouve que:³ �³\� � � �� �
En effet,

�
n’estalorsplusfonctionquede � , c’estpourquoion retrouve la dérivéedroite.

– Rappelonsque
�

estconsidéréecommeunevariable:

³ � �"h � � � ³ ��
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Si
�

dépendparexempled’unevariable� , endivisantle toutpar ³\� , il vient :³ �"h �)� �³�� � ³ �³\� X� � �
()� �5���� �5� � º �"h �)��� �5�{�¼» (
et on retrouve la dérivéelogarithmique: on estrassurés!

Fonctionsdeplusieurs variables à valeurs vectorielles
Soit
�� � m � üJ� u �M� u où � estunouvert de � u et soit

ê � � � ���e]{=��w]cî&�w�d��� unpoint de � u .
�� � m��� � = î

�� f ��� �� � s � ��]�=�];îy�� V � ��]�=�];îy�� u � ��]�=�];îy�
��

c’est-à-direquela fonction
�� �

(fonctionvectorielle)transformeun vecteurenun vecteur(contrairementà tout
à l’heureoù

�
transformaitun vecteurenunnombreréel

��� ��]{=
]cîy� ).
Pourétudierce genrede fonctionsvectorielles,on étudieséparémentchaquecomposantede

�� �
et on re-

tombesurle casd’unefonctiondeplusieursvariablesàvaleursdans� .
Remarquessur la composition

Nousallons,sansprocéderàuneécritureformellemathématique,expliquercommenttraiterlesproblèmesde
compositiondefonctionsdeplusieursvariables,etce,enadoptantuneécriture“à laphysicienne”.Rappelonsen
effet quemathématiquement,

�
la fonctionet

� � ��� �,� la variablesontdesobjetsmathématiquescomplètement
différents...

On imagineunecompositiondela façonsuivante:� ��]{=
]cîy�g��� º Â � ��]{=
]cîy����� � ��]{=
]cîy�¼»���� ¶
� Â ���^�
Ainsi,

� m � u �M� et ona
� � ¶�¸ � avec:�� � m � u �p� V avec

�� � � ��]{=�]cî�� � º � s � ��]{=
]cîy���`� V � ��]{=
]cîy�¼» � º Â � ��]{=
]cîy����� � ��]{=�]cî��¼»¶Êm ��VI�M� avec
¶nmI� Â ]��<��� ¶5� Â ]��^�

� ��]�=�]*îy� �% $f ��� � � sÙ� ��]�=
]�îy� � Â� V � ��]�=�]�î�� � � 	 �f ��� ¶
� Â �<�� ��]�=�]�î�� :f ��� ��� ��]�=
]�îy�
Au final,

��� ��]{=
]cîy� � ¶
� Â ]��<�
Danscecas:

³ � � ³ ¶ � º � ¶� Â � Â� � � � ¶� � � �� � »&³��B� º � ¶� Â � Â� = � � ¶� � � �� = »&³�=Þ� º � ¶� Â � Â� î � � ¶� � � �� î »&³\î
Pourles confirmés,il suffit de multiplier les deuxmatricesJacobiennesde � et

¶
et on obtientimmédia-

tementle résultat...maiscelasupposequel’on ait défini la différentielled’unecomposée: ceuxqui voudront
approfondircettenotionpourrontseplongerdansdesmanuelsdemathématiques(MathsSup/ SpéouDEUG)
maison n’enauraguèrel’utilité enPhysique.
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Exemples� Si l’on reprendl’équationd’étatdu gazparfait, on a :ç � qGèÚéê
³ ç � ³ � qGèÚéç �

La plupartdu temps,commel’on considèredessystèmesfermés,doncle nombrede molesgazeusesest
supposéconstant:

³ ç � qGè	³ � éç � � qGè ç ³�éQ�té@³ çç V � qGè º Xç ³�é � éç V ³ ç »� En chimiedessolutions,le pH estdéfini comme:

A�� � � � �! º � u�" � »
avec ici

� �! �� � �"h ��"h � X'�\� (logarithmeen base10 :
� �! � X'�\� � X et

� �! � X'� x � � q ). On a affaire à une

différentiellelogarithmique:

³ º A#��» � � ³ º � u�" � »º � u$" � » ½ X�"h � X'�\�
On voit doncquela variationde pH estdûeà unevariationrelative sur la concentrationen ions hydroniumº � u%" � » .
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2 APPLICATIONSEN PHYSIQUE

2 Applications enPhysique

2.1 Calculsd’err eur

2.1.1 Utilisation de la différentielle

Il arrive souvent qu’enPhysique(ou touteautrescienceoù l’on effectuedesmesures),l’on ait desincer-
titudessur la fiabilité denosinstruments.Ou même,lorsquenousdevonscalculernumériquementunevaleur
de grandeur, il sepeutqu’il existedesincertitudesrelativesquantauxvaleursdesparamètresdontdépendla
grandeurenquestion.Commentalorsévaluercetteincertitude?

Lesfabricantsdematérielsélectroniquesparexemple,nousfournissentdescomposantesmaisnepeuvent
nousassurerqu’unerésistancedonnéevaille X'�a�'& exactement.On rappellela formuledonnantla résistance
électriqued’un matériau:

è � �(*)
où
�
estla longueurdela tige, ) la surfaceet ( la conductivité (en & �,s > �,s � . Or cesvaleursnesontconnues

qu’avecunecertainemarged’erreur. Supposonsalorsquetoutescesvaleursnesoientconnuesqu’à X'� % près:
avecquellemarged’erreuraurons-nousè ?� Nousnepouvonspasécrirenaïvement: +

è �
+ �+ ( + )

car è nevariepasforcémentdemanièrelinéaireavecchacundesesparamètresà l’échelleglobale.
Enrevanche,à l’échelle locale,au voisinagedesvaleurssupposéesexactesde

� ] ) et ( , è variedefaçon
quasi-linéaire.En effet, pour unefonction de plusieursvariables,la notion d’applicationlinéairetangentese
généralise; et de mêmeque l’on avait fait uneapproximationaffine dansle casd’une fonction d’une seule
variable,on fait ici uneapproximationde è parla partie linéaire desondéveloppementlimité.

³\è � (,) ³ � � � ) ³ ( � � ( ³ )� (-) � V � X(-) ³ � � �( V ) ³ ( � �(,) V ³ )
Onvoit doncqu’à l’échellelocale,l’erreurabsolue³yè variedefaçonlinéaireavecleserreursabsoluesdes

paramètres³ � , ³ ( et ³ ) .

2.1.2 Majoration de l’err eur

Il estalorspossibledemajorer ceserreursabsoluesà l’échellelocaleparleurserreursabsoluesà l’échelle
globale:

� ³yè �/.0�
+
è �1.2� X(-)

+ � � �( V )
+ ( � �(-) V

+ ) �
Maisici, onnousdonnedeserreursrelativesetnonabsolues,onutilisedoncla différentiellelogarithmique:

³ � �Rh èÞ� � ³ º �Rh � �(-) �¼» � ³ � �"hY� � �Rh ( � �"h ) � � ³ �� � ³ (( � ³ ))
onendéduitdoncl’erreur relative surla valeurde è calculée:

� ³yè �/.0�
+
è �1.0�

+ �� �
+ (( �

+ )) �
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2 APPLICATIONSEN PHYSIQUE 2.2 Un opérateurdifférentiel: le gradient

2.2 Un opérateur différentiel : le gradient

2.2.1 Approcheintuiti ve

Considéronsunegrandeurphysique3 dépendantdu lieu où l’on seplace: typiquement,3 estunefonction
destrois variablesd’espaces,cequel’on appellelescoordonnées

� �4�{=��cîy� .3 m � u �M�m ��f�53 � �6�;=#�;îy�
Ondit que 3 estunchampdescalaires: eneffet, entoutpointdel’espace,onpeutassocierunscalaire,c’est-à-
direunréel(paroppositionàunvecteur).La questionestdesavoir commentonpeutcaractériserl’évolutionde
cechamplorsquel’on sedéplacedansl’espace.Pourcela,on connaîtla notiondedifférentielle.Si on arrive à
définir lesdérivéespartiellesetquecelles-cisontcontinues,d’aprèsle théorème,3 estdifférentiableet l’on a :

³73 � � � 3� � ��³��B� � � 3� = ��³�=�� � � 3� î ��³\î
Rappelonsque ³83 représenteun accroissementinfinitésimaldela grandeur3 .

Rappelonsaussiquedansun repèrecartésien,lesvecteursde la base
� � �Â 3 � ��Â � � ��Â � � sontfixes(constantsen

directionet ennorme); ainsiun déplacementélémentaires’écrit :

³ �'�c�"*9ú� �� ³ �d� ³\� � �Â 3 ��³�= ��Â � ��³\î ��Â �
La différentielle ³73 de 3 peutdoncêtrevue commele produit scalaire du vecteur

�� ³ � par un vecteurau
point
� �4�{=��cî�� :

3 � ���w�¶\ñ r ³73 � �:::::�
;$<; 3;$<; �;$<; �

�$=====�
³83 � �� ð 3^D �� ³ �

Pardéfinition,cevecteurestappelégradient de 3 aupoint
� �6�{=#�cîy� .

2.2.2 Définition

Soit 3 unchampscalairedel’espace 3 m � u �M�m ��f�53 � �6�;=#�;îy�
Ondéfinit le vecteurgradient de 3 commeétantle vecteur:

3 � �\�a�¶\ñ r ³>3 � �� ð 3 � �:::::�
;$<; 3;$<; �;$<; �

�$=====�
Attention,le gradientestunopérateurdifférentiel(il fait intervenir lesdérivéespartiellesde 3 ), linéaire (le gra-
dientd’unecombinaisonlinéaireestla combinaisonlinéairedesgradients)et transformeunefonctionscalaire
envecteur.
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2 APPLICATIONSEN PHYSIQUE 2.2 Un opérateurdifférentiel: le gradient

2.2.3 Inter prétation physique

Orthogonalité aux lignesdeniveau
Soit une ? ligne deniveau

Ä
de 3 i.e. uneligne où la fonction 3 resteconstanteet vaut

Ä
, et
�� ³ � un vecteur

élémentairelorsquel’on parcourtcettelignedeniveau.? �0@A9 � ç �Or qCBD3 � 9 � � Ä-E
Alors on a :

³83 � �� ð 3^D �� ³ �T� �
Le produitscalaireétantnul, on endéduitque

�� ð 3 estorthogonal auxlignesdeniveau.Typiquement,sur
unecartegéographiqueou météorologique,on saitquele vecteurgradientde températureestorthogonalaux
lignesisothermes.

Remarque: engénéralisantà l’espaceetnonplusauplan,on obtientdes“surfacesdeniveau”.

Pointagedansla dir ectionde croissance�� ð 3 pointedansla directiondes3 croissants,autrementdit, le gradientnousindiquela directiondemontée.

PREUVE : ³83 � �� ð 3�D �� ³ � �J� .

FIG. 7 – Propriétésdu gradient,exemple
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2 APPLICATIONSEN PHYSIQUE 2.2 Un opérateurdifférentiel: le gradient

Forcedérivant d’une énergie potentielle ¾�ï
Soit un corpssoumisà uneforce

�� ¿ . On dit que
�� ¿ dérive d’uneénergie potentielle¾*ï s’il existeunetelle

fonction ¾�ï telleque �� ¿ � � �y�w�¶\ñ r ³ ¾*ï � � �� ð ¾*ï
Souvent,on va “à l’envers” et l’on essayedetrouver unetelle fonctionpar intégrationde

�� ¿ . La fonction ¾*ï
estalorsdéfinieàuneconstante(d’intégrationprès)quel’on fixearbitrairement.

Exemples
Quelquesénergiespotentielles:

� Énergie potentielledepesanteur: ¾�ïGFIHKJMLINPOQHKRTS �?> ¶ î+�VU$W ¹�X� Énergie potentielleélastique: ¾ ï�YHKZ LIJKOQ[]\^R�H ~`_Ö }%a �cbed � Ö �gfihijck� Énergiepotentielleélectrostatique: ¾ ï�YHlZmHMnKOQSpoiJKOqLIOQ[r\^RTH ~s_tpuPv 4 alw S �gfxh^jck : la constanteestchoisienulleàl’infinie.

Commel’énergiepotentielleestdéfinieàuneconstanteprès,la constanted’intégrationn’estpasimportante
puisque,commeon le verradansla suite,seulecomptela variationd’énergie potentielle(qui seconvertiraen
énergie cinétique),ainsi,la constantechoisiearbitrairements’enva.

Exempledétaillédecalcul d’une énergiepotentielle
Considéronsunemasseaccrochéeàunressortdeconstantederaideur

�
etdelongueuràvide

� � . En raison
de la force de rappel,la masseestsoumiseà uneénergie potentielledite “élastique” ¾*ï . Fixonsl’origine du
repèreenO lorsquele ressortn’estni étiré,ni comprimé,c’est-à-dire,lorsquela longueurdu ressortestégale
à la longueurà vide

� � : � désignedoncl’élongationdu ressort(si le ressortestétiré, �zyP� et inversement,si� . � , le ressortestcomprimé.)

FIG. 8 – Ressortsimple

La force de rappels’écrit :
�� ¿ � � � � ��l{ où

��|{
est le vecteurunitaire sur l’axe orientédu ressort.Un

élémentde travail de cetteforce s’écrit :
øeù �% É � �� ¿ D �� ³ �
� � � � �� { D d� �� { � � � � d� puisquel’élémentde

déplacementdela massenepeutsefairequeselon
��l{

. Commepardéfinition,
øeù �% É � � � � d� � � d¾�ï , onen

déduitparintégrationque ¾�ï � sV � �
V^� cste. Or, en � � � , le ressortn’estni étiré, ni comprimécarcelarésulte
denotrechoix (tout à fait arbitraire!) deprendrel’origine encepoint O. Le ressortn’y étantni comprimé,ni
étiré,l’énergie potentielleélastiqueestnécessairementnulle,etdonccste

� � . Évidemment,si l’on avait choisi
uneorigineailleurs,la constanteseraitdifférente!
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2 APPLICATIONSEN PHYSIQUE 2.2 Un opérateurdifférentiel: le gradient

Remarque essentielle
Lesénergiescinétique¾ f etpotentielle¾�ï sontdéfinissablesàchaqueinstantetn’importeoù : ondit quece

sontdesgrandeurs d’état, c’est-à-direqu’ellesdéfinissentun étatdu corps.Unevariationélémentairedeces
grandeursrésultentd’unedifférencedecesgrandeursentredeuxétatsinfinimentvoisins:

³ ¾*ï � ¾�ï � étatinfinimentprochedel
(
étatinitial �-� ¾*ï � étatinitial �

dela mêmefaçonqu’unevariationquelconquedecesgrandeursrésultedela simpledifférencedecesgrandeurs
entrelesétatsinitiaux etfinaux.

Enrevanche,le travail d’uneforce
�� ¿ n’estpasunequantitésusceptibled’êtredéfinieà chaqueinstant: au

contraire,le travail sedéfinit aucoursd’un mouvementet l’on parlede “travail au coursd’un déplacement”.
Ainsi, au coursd’un déplacementélémentaire,on ne pasécrire ³ ù car ce travail élémentairene peut pas
s’écrirecommeune“dif férencede

ù
entredeuxétatsinfinimentvoisins”. On notedoncce“petit travail crée

au coursdu déplacement”
øeù

et on dit que
øeù

n’est pasunedifférentielletotale. Le travail d’une force
dépenddu cheminsuivi et ondit quel’intégrale

ô<ö
÷ �� � D �� ³ �
est une intégralecurviligne, dansle sensoù il ne suffit pasde faire une différencede la primitive (quand
elle estcalculable!) évaluéeauxbornesA et B. En termessimples,les intégralesdesfonctionsclassiquesne
dépendentquedesvaleursde leur primitive aux bornesd’intégrationet pasde ce qui peutsepasser“entre”.
Ici aucontraire,il va falloir calculerchaque“

�� � D �� ³ � ” et lessommer: on a alorssouventbesoinderésolutions
numériquesapprochéescarle calculformelestinextricable,pournepasdire impossible...

Il est aussinécessairede remarquerque lorsquele champde force est uniforme, la force appliquéeau
systèmeestidentiqueentout pointdu trajet,si bienquele travail total seréduitauproduitscalaire

�� ¿ D �"�H�} í .

PREUVE : ùú� ô ö5÷ �� ¿ D �� ³ �g� �� ¿ D ô ö5÷ �� ³ �*� �� ¿ D �R�H�} í
(D’ailleurs,surunparcoursélémentaire

�� ³ � , onsupposequela forceyestlocalementuniformepourpouvoir
dire que

øeù2� �� � D �� ³ � )
Cependant,lorsque

�� ¿ dérive d’uneénergie potentielle,øwù2� �� ¿ D �� ³ �d� � �� ð ¾�ï D �� ³ �T� �b³ ¾�ï
Danscecasparticulier, et cecasseulement,

øeù
devient unedifférentielletotale.

Une conséquence: l’intégrale première de l’énergie mécanique
Soit un corpsde masse

>
soumisà un ensemblede forces

�� ¿6~ dérivant toutesd’une énergie potentielle¾*ï [ dontla résultanteest
�� ¿ ��� ~ ��¿4~ . De même,on note ¾�ï ��� ~ ¾�ï [ l’énergie potentiellerésultante.

D’aprèsle Théorèmede l’Éner gie Cinétique (TEC), on a :

³ ¾ f �Pøeù �% É � �Y³ ¾ ï
puisque

�� ¿ dérived’uneénergiepotentielle.Ainsi, �7���
�����7�e�����5�7�`�����7�e�������K�`�������7����� . L’énergie
mécanique������� � ��� � seconserve aucoursdu mouvementi.e. �������G���6���I�>�-�I� . On parled’intégrale
premièredel’énergie mécanique.
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2 APPLICATIONSEN PHYSIQUE 2.2 Un opérateurdifférentiel: le gradient

FIG. 9 – Travail d’uneforce
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2 APPLICATIONSEN PHYSIQUE 2.2 Un opérateurdifférentiel: le gradient

Généralisation: “Théorème de l’Éner gie Mécanique”
Nouspouvonsénoncerle théorèmedel’énergie mécanique(TEM)

Théorème5 (Théorèmedel’énergiecinétique). L’énergiemécaniqued’un systèmematérielseconservesi le
systèmeestuniquementsoumisàdesforcesconservatives.La seulesourcedeperted’énergiesontlesforcesnon
conservatives: la diminutiond’énergie mécaniqueestalors égaleau travail decesforcesnonconservatives,
ditesaussidissipatives.

PREUVE :
Il suffit dereprendrela démonstrationprécédenteenfaisantle tri entrelesdifférentesforcesenjeu :

�7�`�e�¡ �¢¤£¥ ¦�§M¨i©PªM«K¬^­x®�¯Q°r­±«MªI² £¥ ¦�©�¨i©-§M¨i©�ªK«K¬^­x®�¯q°³­x«Kª �¡ �¢´£¥ ¦ §l¨x©�ªK­ �µ �¢¤£¥ ¦ ©T¨i©g§M¨i©PªK­ �����>�����µ �¢ ©�¨i©-§M¨i©Pª
Onendéduitdoncque: �>� � �¡ �¢·¶�¸±¶¹�^¸±¶�ºx»i¼I½T¾T¿ÁÀQ½T»±º
Typiquement,lesforcesnonconservativessontlesforcesdetypefrottement.

Remarques

– Le Théorèmedel’énergiecinétiqueet le Théorèmedel’énergiemécaniquenesontenfait quedesformes
différentesd’un mêmebilan énergétique: il estbienimportantdecomprendrequel’on peututiliser l’un
ou l’autre indifféremmentdu momentquel’on a comptabiliséune et une seulefois chaquetermeéner-
gétique(travail, énergie potentielle).L’erreurestde compterdeuxfois, voire plus chaqueélément: on
choisit le TEM ou le TECet l’on s’y tient jusqu’aubout.

– S’il estvrai quel’on a l’équivalence“TravauxdesforcesdefrottementsÂ Diminutiondel’énergie mé-
canique��� ”, il ne faut en revanchejamais faire l’association“Travaux desforcesde frottementsÂ
Diminutiondel’énergie cinétique� � (doncdevitesse)”.C’estvrai engénéral,maispastout le temps.
Un desexempleslespluscélèbresestceluidusatelliteenorbitecirculaireautourdela Terre.Lescalculs
nousdonnent: � � ��ÃÅÄ ºTÆÈÇÉ�Ê
et �������`ÃÅÄ ºËÆÌÇÉ�Ê ����� � �K���2ÍÎ�2Ï le systèmeestdansun étatlié �
Ainsi, �>�����Ð���>� � : si desforcesde frottementsdevaients’appliquersur le satellite(on peutimagi-
ner desfrottementsavec l’air de l’atmosphèresi le satelliteesten orbite circulairebasseautourde la
Terre),l’énergie mécaniquediminuerait.Enrevanche,l’énergie cinétique,quantàelle,augmenteetdonc
la vitessedu satellitepar la mêmeoccasion! Bien évidemment,le satellitesescratche,mais il s’agit
d’une illustration visantà montrerqueles frottementsne font pastoujoursqueralentir un systèmeen
mouvement... Ñ�Ñ�ÑÒÑ�Ñ�ÑÒÑ�Ñ�ÑÒÑ�Ñ
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