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CalculDifférentiel(Introduction)
et Applicationsen Physique

1 Notionsdedérivéeet
de différ entielle
La premiéresectionintroduit les notionsde basesur le critérede dérivabilité (déjavu), les conséquences
(approximationaffing), etla généralisatiomui aboutita la théoriedesDéveloppementisimités Dansla suite,

onintroduitla notionde différentiellebeaucougplus maniable surtoutlorsquel’on a affaire a desfonctionsde
plusieursvariables: on généralisainsila notionde dérivabilité parcelle dela diffrérentiabilité

1.1 Rappels
1.1.1 Définitions

Définition 1 (dérivabilité [1]). Soit f : I—R unefonctiondéfiniesur un intervalle ouvertl deR dansR et
Xo € I unréel. Soitunréel h nonnul telquezy + h € R.

flao+ h})L — J{@o) admetunelimite finie lorsqueh tendvers 0, autrementdit, s'il existe
! € Rtelquel = lim fzo +h) = flzo)
h—0 h

nombe dérivéde f enx.

Sila quantité

, alorson dit que f estdérivableenz, etonappellel = f'(zo) le

Unevariante de cettedéfinition Onpeutdonnemnedéfinitionéquivalentedela dérivabilité parchangement
devariables.
Eneffet,enposant. = = — 1z, la conditiondedérivabilité s’écritalors: f estdérvableenz si etseulement

(z) — f(=o)
: x = Zo L
Enrésumé f estdérivablesi etseulemensiil existel € & tel que:

| = lim L@t ) = flwo) _ - F(2) — f(@0)

h—0 h T—=T0o T — T

si le tauxd’accroisseme admetunelimite finie quandz tendversz;.

Ainsi, associe@& chaquepoint z, ou plusgénéralementhaquepoint z del'intervalle ouvert I ol f y est
dérivable,c’estsedéfinir implicitementunefonctionquel’on appellefonctiondérivéeet quel’on note f’ (ne
pasconfondretoutefoisf’ qui estunefonctionet f'(z) qui estun nombre).

1.1.2 Interprétation géométrique

A partir de cettedéfinition, on esten mesurede donneruneinterprétationgraphiqueen remarquantjue,
(z) — f(zo)

r — X

pourunréelz # zo donnéJe tauxd'accroisseme n'estautrechosequele coeficientdirecteur
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y.l

T 1) SRR SO

fi(x) — f(xp)
Lo
représente la pente (ou coefficient
directeur de la corde)

la quantité

Hajfommamme i —

|SApis TSI U R T~ e S T St R sl TS

FiG. 1—-Pented’'unecorde

dela cordereliantdeuxpointsde la courbereprésentate C; de f d’abscissesespectiesz et zy. Enfaisant
tendrez verszg, on serendcomptequela cordetendde plusenplusversune“cordelimite”, qui estenfait la

droitetangentea C; aupointz,. Le nombredérve, s'il existe, estalorsle coeficient directeurde la tangente
dugraphede f aupointzg, ou, cequirevientauméme Ja tangentalel'angle queformela droitetangenteavec

I'axe desabscisses.

1.1.3 Equation del'application tangente

La droitetangent&C; enz, estdelaformey = ma + p, avecpardéfinitionm = f'(z,). Pourdéterminer
p, Il sufiit deremarqueiquela tangenteasseparle pointde coordonnéesz ; f(xo)), pointqui vérifie ainsi
I'équation.Enréinjectantdansl’équationdela droite,on obtientp. L'équationde la tangentesstdonc:

y = f'(zo)-(x — z0) + f(x0)

1.2 Corollair e : une autre définition de la dérivation

Définition 2 (dérivabilité [2]). Soit f : I—-R unefonctiondéfiniesur un intervalle ouvert] deRR dansR et
Xo € T unréel.Ondit que f estdérivableau pointz S'il existeunréell tel quel’on puissegcrire :

flxzo+h) = f(xo) + I.h + h.p(h)

avecy(h) — 0 quandh — 0. [ estalors par définitionle nombe dérivéde f enzg, quel’on note f'(xzy).

On peutdémontreruele nombredérivé ainsi défini estle mémequecelui de la définition 1, c’est-a-dire
gu'il y abienéquvalenceentreles deuxdéfinitions,maisce n’estpasl’objet de cerappelde mathématiques
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y &  Corde « limite » = taﬂgfnte Corde 3

Corde 2

Corde 1

Dés que les x, se rapprochent de x,,
ce que I’on note x — x; (ou bien que
h — 0), plus les cordes tendent 4 se
confondre avee la droite tangente a la
courbe C; au point x;

FiG. 2 —Famille decordeset “dr oite limite”
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DE DIFFERENTIELLE 1.3 Approximationaffine et Déwveloppementimités

néanmoinspn peutfacilementcomprendrgourquoicettedéfinition estbien équialentea I'autre : enfaisant
passete termef(z() a gaucheetendivisantle toutparh, on obtientalors:

f(zo + h) — f(zo)
h
ToutsepassalonccommesiI'on avait substitude symbole*lim” paruntermey(h) quimesurd’écart-ou
I'erreur entrele coeficientdirecteurdela cordequelconquestle coeficient directeurdela “cordelimite” (i.e.
la tangentecoeficient directeurqui estle nombredérivé par définition). Cet écartseréduit significatvement
désqueh estsufisammeniprochede.
On peutévidemmenteprendreout caentravaillant avecla variablex — xy, onauraitalorseu:

=1+ ¢(h)

f(z) = f(zo) +1.(z — z0) + (7 — z0)-0(z — z0)

Cen’estévidemmengu’un artifice d’écriture!

1.3 Approximation affine et Déwveloppementdimités

Une desconséquencdss plusimportantequi découlenide la deuxiémedéfinitionquel’'on a donnéede
la dérivation estce quel’on appellel’approximationaffine, et sagénéralisationgui aboutita la théoriedes
Déweloppementd.imités, trés utilisés dansles domainesels que la Physiqueja Chimie ou les Statistiques
lorsqu’il estnécessairdefaire desapproximations.

1.3.1 Approximation affine

Ecrire,lorsquef estdérivableenz, que:

f(z) = f(z0) + f'(z0)-(z — z0) + (z — m0)-o(z — o)

signifie,dansune“trés large mesure’quel’'on peutconfondreauvoisinagede zg, f et satangenteou plut6t,
pourétrerigoureux,la courbeC etsatangenteSedéplacesurla courbeC; ousedéplacesurlatangenteau
voisinagede z revientquasimenauméme.En effet, le terme

f(xo) + f'(wo)-(z — z0)

n‘estautrequela tangentade Cy enxy. “tres large mesure’car cetteapproximatiorde f parsatangenteenz
(auvoisinagede zy seulementet pasailleurscaril faudraity considéretes autrestangente$) ne sefait pas
audétrimentd’une certaineerreur erreurmesurégustemenparle termeen (z — zp).¢(z — zp). Néanmoins,
cetteapproximatiordevienttrésjustifi€equandz estinfinimentprochedex, carl’erreurestalorsdel’ordre de
(z — z)? cequi estassemégligeablalevantlesautresermesguand(z — z,) estsufisammenpetitdevant1.

Ainsi, onaapproximéf parsatangenteuvoisinagedez,, droitequi estunefonctionaffine pardéfinition:
on comprendalorsaisément’ou vientle nom.

1.3.2 Exemples

Enfaisantainsidesapproximationsaffines,lorsqu’ellessontjustifiées,on peutfaire descalculsbeaucoup
plusrapidemenbu allégerdesexpressionparfoistrop lourdes.Envoici quelquesxemples.

Au voisinagede0, ona f(z) = =" 1+ z carf(0) = 1etf'(0) = 1, aussi,pourcalculer
— X
1
1 - 0,001

0,999
= f(0,001), inutile de secassefa téte,celafait 1 + 0,001 = 1,001 apeuprés! Et sivousn’étes
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Au voisinage de x =0, se déplacer sur la
courbe ou se déplacer sur la droite tangente
revient quasiment au méme : I erreur est du
méme ordre de grandeur que (x-xp)?

. . . 1
FIG. 3—Un exempled'approximationaffine dex — T~ 1+ 2
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pasconvaincus yvérifiez-lesurla calculatricd Remarqueévidemmentuecelanemarchepassil’on généralise

avecdesaccroissementsop grands. =10 # 1+ 10! L'approximationaffine gardeun caractérédocal.

Voici quelquesapproximationaffinesusuelles

1 . .

— —— ~ 1 —z (il sufit dechanger: en—z)

1+z

1 .

—Ta~ 1 + z? (pareil,onchanger enz?)
— T

—In(l+z)~z

—sinz ~zx

- (14 2)* ~ 1+ a.z (aveca unréelquelconque)

Rq: Onaévidemmenfait desapproximationsffinesauvoisinagede 0. Il estimportantausside serappeler
guetoutescespropriétégyardentun caractere local.

1.3.3 Déweloppementdimités

Pourquois’arréterensi bonchemin? En effet, on saitapproximerdésormaisinefonction, lorsqu’elle est
dérivable,parsatangentecequi constitueunebonneapproximatioraffine. Mais on peutseposena questionde
savoir sil'on peut“affiner” la précisiondenotreapproximationDe plusenfaisantuneapproximatioraffine,on
confondunefonctionparfoiscomplee parunefonctionaffinei.e. un polynémedu premierdegré extrémement
simple puisqu’unpolyndmene fait intervenir que desadditionset desmultiplications(I'intérét se situe d’'un
point de vue algorithmique) Aussi, peut-onaller plusloin enapproximaninotrefonction f parun polynéme
dedegréquelconquest ne plussecontentedu simpledegré 1 ? Quellessontalorsleshypothéseguel’on doit
fairesur f ?

Toutescesquestiongrouvent leur réponsedansla Théorie desDéweloppementd.imités, théoriemathé-
matiguetrésintéressantenais dontil ne seradonnéici que desrésultatsimportants.Un autrechapitresera
éwentuellementonsacraux Développement&imités.

Définition 3 (Déweloppementlimité). Soitf : I — R unefonctiondéfiniesurunintervalleetzy € 1.
Ondit qu'unefonction f admetun développemedimité d’'ordre n. au voisingge de zq s'il existeun poly-
némededegré n tel que:

f(z) = ag + a1(z — x0) + ag(x — 20)? + as(z — z0)> + ... + an(z — 20)" + o((z — zo)")

f@) = ar(z — z0)F + o (x — m0)")
k=0

Le derniertermequi selit “un petito de (z — x()™” signifiequecetermeestnégligeabledevantlesautres
termes il sufit de généraliseta définition vue plus hautde I'approximationaffine : ainsio((z — z)") =
(x — z0)" p(z — z0) OUp(z — z¢) estunefonctionqui tendversO lorsquez — =z, (typiqguementjl estde
I'ordre de (z — zo)"*® (o > 0), engénéral(z — o)™, et donc,encoreplus négligeabledevant les autres
termes-ainsi0, 0001* estnégligeabledevant0, 00012, 0,00012 et0,0001). On obtientalorsuneprécisionde
I'ordre de (z — z)" 1.
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Inter prétation
L’écriture

f(z) = Zak(i’? — 20)* + o((x — z0)")
k=0

s’interprétede la manieresuivante: lestermessuccessifgle la sommenousdonnentuneinformationde plus
enplusfine et précisesurle comportementle f auvoisinagede zy. On aeneffet déjadéduitdel’écriture

f(x) = f(xo) + f'(20)-(x — o) + o((x — 20))
lorsquef estdérivable,que,auvoisinagedexy, f(z) estprochede f(zy) maisencoreplusprochede f(z¢) +
f'(z0)-(z—z0). Ainsi, lorsqu’onrajouteuntermed’ordresupérieua chaquecran,la différenceestnégligeable
devantunefonctionqui tendencoreplusvite vers0. C'estcequ’on appellefaire un déweloppementimité.

Casdesfonctionsde classeC™ (n fois dérivables)

Dansle casdesfonctionsn-fois dérivables,un théoremenousassureggu’ellesadmettentun déweloppement
limité (car encorefaudrait-il le trouver ce polyndmequi approchesi bien notrefonction f!) et ce théoreme
nousfournit mémeles coeficientsde notrepolynéme:

Théoremel. Soit f unefonctionréelled’un intervalleouvert!l dansR etsoitzg € I. Si f estC™ surl, alors
f admetun développemerimité al'ordre n etl'on a pourtoutzy € I

"R (g
£@) = £o) + 30 T @~ ag)t 4 o((w — 20))
k=1

Pourlesinitiés, il s’agitdudéwloppemente Taylor-Youngal'ordre n. Pourlesautresjl sufit decalculer
lesdérvéesk-iemepuislesévaluerenz, pourobtenir aun facteurk! prées,lescoeficientsde notrepolynéme
approximateur

Remarguesfondamentales

— Laréciproqueestfausse unefonctionadmettantundéweloppementimité al'ordre n n'estpasnécessai-
rementdérivablen fois. Pours’encornvaincre,il sufiit deconsidérecommecontre-egemplela fonction:

1
f:z— 1424 2%+ 23sin(-)
x

— |l s’agit, a chaquefois, dansles écrituresvuesplus haut,de vraies égalités: soit on écritI'égalité jus-
gu'auboutengardante “o(z™)”, soitondit qu'on passela limite eton écrit“~".
sinz = x + o(x?) maissinr ~ z quandz — 0.

— Uneapproximatioraffine, c’estun déweloppementimité al'ordre 1...

Exemplesde déweloppementdimités

La plupartdesfonctionsci-dessousont définies,continueset dérivablesen 0 une infinité de fois : elles
admettentdonc un déeloppementimité a tout ordreen 0. Il sufiit alorsde “tronquer” le déweloppement
I'ordre voulu.

1
- m:1—|—x+w2+a:3—I—x4—l—...+x"+0(w")
_n

- L . . 1 -
— Onreconnaieneffet unesériegéométriqueyui vaut 1 T~ : ennégligeant:” devant1.
— X — X
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a—1 —1)(a—2 —(n—-1
- (1+2)° —1+$+7( Jo2 4. 4 ez Dle ) (e = =) n 4 o(em)
— Importantcarla pIupartdesautresje\eloppementiamltes usuelssedéduisentecelui-ci parcompo-
sition. Onrappelleéglemenguea estréel.

2 3 4 5 n

x x x x xz

—In(lt+z)=2— 5+ 5 - Z+€+...+(—1)”*1;+o(m”)

— Cedéwloppemenestégalementrescourant.

.’L‘2 $4 n 3:271 on

_ —1_2 L 1y +1)

cosz =1 5 T + ...+ (-1) o)l +o(z

3 5 2n+1

_ — ., T,z e T 2n+2

sinz =z 3l + = =] + ...+ (-1) Gn 1) + o(z*" )

On peutévidemmentetrouer cesdéweloppementpar calculssuccessifelesdérivéespuis évaluationsenun
pointdonné maiscelaprendparfoisbeaucoupletemps: il vautdoncmieuxlesconnaitreparcoeursi possible.

1* stade : on n'y va pas par le dos de
! la cuillére et on dit que 1/{1-x) ~ 1
E quand x— 0
i . Approximation de f par une fonction
i7" constante et égale a f{0) : ¢’est
B I"approximation la plus simple que I’on
puisse faire.
Erreur : trés grossiére !

y=fx)=1(1x) ¥ t

approximation de f par la
droite y=1

2¢™€ stade : on se la joue un peu plus fin,
et on dit que f, ¢’ est presque sa tangente
quand x— 0 : 1/{1-x) ~ 1 +x

Erreur : négligeable devant (x-xp) =h
en fait, en (x-xp)* = b

-
1 X

approximation de f par la

droite tangente d’équation
v =f{0) + £{0).(x-0)
yv=1+x

FIG. 4 — Développementgmitésal'ordre 0 et 1

1.4 Différentielle d’'une fonction enun point

Maintenantque les notionsde dérivabilité et de déweloppementimité ont été présentées| corvient de
seréfléchirsurle problémesuiant : en physique,nousrencontronssouvent desfonctionsqui ne dépendent
plusd’'une seulevariable,maisdeux,trois et voire, mémetréssouwent, plusieurs On comprenddéslors quela

10
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3¢me stade : on se veut encore plus fin et
on dit que 1/(1-x) ~ 1 +x + x?

quand x— 0

Approximation de f par une fonction
polyndmiale de degré 2 (trindme)

y=ix)=1U(1x Y 1

Erreur : négligeable devant (x-x5)* = h?
en fait, en (x-xp)% = b

Approximation polyndmiale
—— = du deuxiéme ordre
—s trindme en 1 + x + x2

approximation plus fine !

FIG. 5—Développemerimité a I'ordre 2

notion de dérivabilité estinutilisable.ll s’agit doncde présentemaintenanun autrecritérequi englobecelui
dela dérivabilité etla généraliseet uneautregrandeuqui généraliseellede la dérivée.

1.4.1 Approcheintuiti ve

Elémentsdiffér entiels ou infinitésimaux

Supposonsinevariablez réellesusceptiblale varierdansR. Si x varie infinimentpeu,z passelela valeur
z alavaleurz + dz infinimentprochedez. Ainsi, “dz” apparaitommeun élémentinfinimentpetitdevantz,
tellementpetitqu’on peutala rigueurle supposenégligeablalevanttout, maisasseggrandcependanpourne
pasle considérecommenul. Ondit quedz estun élémentdifférentiel.

Différentielle d’'une fonction d’'une seulevariable / Notation différ entielle
Soit f : I — R unefonctiondéfinieetdérivablesurunouvert deR etsoitzy € R.
Sil'on considereun point z de I etquel'on sedéplacesurla courbeC; de sortea arriver en un point
d’abscisser infinimentprochede z tel quexz = z( + dz ; sachangue f estdérivableparhypothésespn peut
écrire:

f(z) = fzo +dz) = f(z0) + f'(z0)-(x — o) + o(z — z0) = f(z0) + f'(20) dz + o(dz)

Or, commel’'on s’estdéplacénfinimentpeusurle graphe)'ordonnéeaura,elle aussiégalemenpeuvarié,
cequel’on peutécrire:

f(zo +dz) = f(z0) + df (z0) = f(z0) + df

11
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parcommoditéd’écriture,on a confondudf () etdf.
Ainsi, on obtient:

f(zo) +df = f(zo) + f'(z0) dz + o(dx)
d’ou, enfaisanttendredz verso :

af _ o df
— =Jf(®o) = —(x
Iz f(z0) dx( 0)
Ceciexplique pourquoion note souent la dérivée souscetteforme différentielleen physiqueet non pas
sousformefonctionnellecommeil estd’'usageenmathématiqueslassiques.

Quelguesremarguesfondamentales

— Toutd’abordla notationdifférentielle fait ressortiinsenseaucouplusphysiqueala notiondedérivée.
En effet, unedérivation qui estune opérationcomplexe consistanen un passage la limite d’'un taux
d’accroissemenseréduitici formidablementgracea cettenotationdifférentielle,a un simplequotient
de deuxélémentsnfinimentspetits:

f(@) = flzo) _ %(ﬂﬂo) = Z_z(xﬂ)

lim
T—T0 r — X9

— Géométriguemengn comprendaussitrésfacilementpourquoile nombredérivé représentéa pente,ou
la tangentadel'angle formé parla droite tangenteet 'axe desabscissesdansle petittrianglerectangle

N d

decbtésdz etdf (oudy), le rapport dy

—= représentdientan a.
Xz

— La dérivation, quandil y a composition,perd de son caractéré‘paranormal”: avant, on écriait (g o
() =d'[f ()] x f'(t), maintenanbn écritle rapportd—i quel’on multiplie etquel’on divise pardyf :

dg _dg 4 _ g'[f(¢)] x f'(t). Quiadit magique?

- = X
de df dx
— La notationdifférentielleestbien pratique maiscelanerestequ’unenotation.

— Enfin,unechosequel’on apassésoussilenceestle fait quel’on autilisé f commeunepurevariablene
dépendand priori ni dez ni dequoiquecesoit. Or, il fautsavoir quepourle mathématiciena quantité
f(x) qui varie, certes,quandz varie, estfondamentalemerdifférentede f, qui estunefonction: ces
deuxobjetsmathématiquer’ont rien de communsi ce n’estlesmémedettres!

Mais alors,pourquoidoncfairecetteconfusionentref lafonctionet f la variableenphysique? Parcequepour
le physicienunegrandeuiphysiquetelle quela pressiord’'un gazparexemple,restela pressionjndépendam-
mentdesparamétresiontelle dépendguece soit le volumeou la températuré Ainsi, enphysiqueJa notion
de“fonction” consere un sendimité ettoutegrandeumn’esttraitéequ’entantquevariable.

1.4.2 La différentielle

Rappelongoutd’abordce qu’estuneapplicationlinéaire:

12
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fix) —fi
'y Avant : lim = w
y R |
tan (a )

Maintenant : £ (xg) = (jx—f)m

—» L’élément différentiel dx (ou dy)
contient en lui-méme la notion

de « limite .
dy = df

Ca T

FiGc. 6 — La différentielleet la notationdifférentielle

Définition 4 (Application linéaire). Si E et F sontdeuxespacewectoriel$ a valeuss dansun corpsK (C
ou R). On dit qu’'uneapplicationu de E dansF' estlinéaire si et ssil'image de toute combinaisorlinéaire
d’élémentsestcombinaisoninéaire desimagesdesélément®t quel'image du vecteumul estle vecteumul.

V(A p) €K VY(z,y) € E?
u(Az + p.y) = Au(zr) + pu(y)
u(0g) =0

Théoréme?2 (Différentielle enun point). Soitf : I — R unefonctiondéfinieetdérivablesurunouvertl de
R etsoitzy € R.
Il existeuneunique applicationlinéaire dew deR dansR telle quepourtoutdz € R :

flxo +dz) = f(xg) + u(dz) + o(dx)

Cetteapplicationlinéaire estappeléedifférentiellé de f au pointzy etsenotedf (x).

PREUVE : la preuwe estcomplee; le lecteur s'il désireapprofondirsesconnaissancesur ce sujet(il le
devra de toute maniéres’il est,ou amenéa étre élewe en classegréparatoirescientifiqueguisquecelafait

1Un espacevectoriel E munideslois + et. (ou + estuneloi de compositioninterneet. uneloi de compositionexterne)estun
K-espacevectoriel-ou espacesectoriela valeurdansun corpsk- si (E, +,.) estungroupeabélienrelatvementa la loi +etquetoute
combinaisoriinéaired’élémentde E estdansE : V(\, p) € K* etV(z, y) € E, A\.x + p.y € E.

2|l nefautpasquele lecteursoitdéstabilisés'il lui arrive derencontredespersonnesu desauteurgjui parlentde“dérivée” aulieu
dedifférentielle.Enfait, s'il estvrai quel’on utilise le mot “dérivée” pourdésigneta fonctiondérivée,ou, ce qui revientauméme e
nombredérivé, cetteraisonestpurementhistoriquepuisquec’estcommecelaqu’elle a étédécouerte et formalisée Lesdécouertes
etla généralisatiorle la théoriequi englobentussile casdesfonctionsde plusieursvariablesont fait quela notion de différentielle
estla seulequi soit vraimentimportante Deslors, parabus de langagecertaingparlentde dérivéeou dérivéetotale d’'une fonctionau
lieu dedifférentielle,dela mémefagonqu'il consere dansle vocahulairela notionde “dérivabilité” aulieu de “dif férentiabilité”.

L'important, c’est de comprendreque dansle casd’une fonction d’une seulevariable (voir Remarquel), au lieu de considérer

I'applicationlinéairetangentgu) enentier il estplusfaciledeneconsidérequele nombredérivé, c’est-a-dirde coeficientdirecteur
car, enpratique,uneapplicationlinéaireendimensionl delaformez — a.z estentierementéterminéegarle coeficienta, alors
quecen’estplusle casendimensior2 ou plus, puisqueseulela notionde différentielleestalorsutile et valable.
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1 NOTIONSDE DERIVEEET
DE DIFFERENTIELLE 1.4 Différentielled’unefonctionenun point

partiedu programmede MathématiqueSupérieues, consulterun ouvragede mathématiques.

Remarquel :
Nousavionsvu quelorsquef étaitdérvableenz,, onpouait écriref (zo+dz) = f(:vo)+% dz+o(dx) =
f(zo) + df + o(dz). L'application

dj
df : dx —> (é)lw:wo dz = f'(z¢) dz
estbienlinéairepuisqueproportionnelle on endéduitparunicitédela différentiellequec’estbienelle, etque

décidémentdf portevraimentbiensonnom! (leschoseont étébienfaites,etlesobjets,biennommés...).

Remarque? :
En physique exprimer la différentielled’une grandeurf, celarevient a exprimer une variation élémen-

taire de f enfonction desvariations élémentairesdesvariables dont dépend f. df = f'(x¢).dz enestun
exemple.

1.4.3 Quelquespropriétésliéesa la différentielle

Théoréme 3 (Propriétés de base). Soientf et g deuxfonctionsd’une variable réelle z différentiables(qui
admettentnedifférentielle: si unefonctiond’une seulevariableestdérivable elle estaussiautomatiquement
différentiable),alorsona:
—d(f+g)=df +dg
—d(f xg)=dfg+ fdg
_ d(i) _dfg 2fdg
g g

df
—d(lnf)= T
PREUVE :
—d(f +9) = [f(z) + g(«)] dz = [f'(z) + ¢' ()] dz = df + dg
—d(f x g) = [f(z) x g(z)]' dz = [f'(z) g(x) + f(z) ¢ (z)] dx = df g + [f dg
- (i) = [%]' dr = [fl(a:)g(x); ])[(x) gl(m)] dzx = w avecg nes’annulantpassurlinter-
valle d’étudgé. . o !
—d(In f) = [In[f(x)]) dz = [J}((j))] dz = Cjc—f On parlede différentiellelogarithmique: trésutiliséeen

Physiquecarelle mesureun écartrelatif.

¢

On n'a rien apprisde réellementnouveaucar en fin de compte,ce ne sontque manipulationsd’écriture
mathématiques...Hon se demandegyourquoiavoir inventécettenotion de différentiellealorsquel’on s’en
tirait trésbienaveccelledela dérvée...??? Eh bien,dansle casdesfonctionsde plusieursvariables)a notion
dedérivéeperdde sonsenset seulela notionde différentielleestencoreexploitable.

1.4.4 Casdesfonctionsde plusieursvariables

Il arrive parfois (et mémetréssouwent!) qu'unegrandeurdépendade plusieursvariablesa la fois. Ainsi,
enPhysiquejl n'estpasrarede devoir traiterdesgrandeursfonctionsde plusieursvariables citonsquelques
exemplesatitre d'illustration:
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1 NOTIONSDE DERIVEEET
DE DIFFERENTIELLE 1.4 Différentielled’unefonctionenun point

— Enthermodynamiquéda pressiond’'un gazsupposéarfait dépenddu volumequ'il occupe du nombre
de molescontenuesiansce volume et de la températurerelation de dépendanceui se traduit par la
célebreformule:

nRT

P=—
V

ol R estla constantelesgazparfits (R = 8,314 J.mol 1 K1),
— En électromagnétismdes champsélectriqueEz et § dépendentlansle casgénéral,et du point de
I'espace etdutemps,si bienque:
ﬁ = ﬁ(m,y,z,t)

B = B(m,y,z,t)

— Enmécaniquel'énemie potentielle, associé&é uneforce estaussifonctiondu tempset del’espace:
Ep = Ep(wa Y,z t)

F=-VE,= —gradB, < | F.dl =W = —dE,
AB

Deéslors, on serendbiencomptequel’on ne peutplus parlerde dérivéea propremenparler: dérivéepar
rapportaquellevariable?

Un nouveaucritere : la différentiabilité
Soitf : T Cc R® — RouT estunouvertdeR? etsoitVy = (z9,%0,20) € I unpointdeR? ou unvecteur

(c’estlamémechose).

ie. f : (z,9,2) = f(z,y,2z). On sechoisitici unefonction de trois variables-c’est souwent le cas
en physique,ne serait-cepar exemple,le casd’'une températurequi dépenddu lieu considéré et donc des
coordonnéegx,y,z)- maison pourragénéraliseaubesoin..Le lecteurauracomprisquetraiterunefonctionde
n variablesrevient a étudierunefonctiond’'une seulevariablevectorielledetaille ...

On munit R*de sanormeeuclidienneusuelle: ||Vo|l, = /22 + y2 + 22.
On ne peutplus parlerde dérivabilité pourla fonction f, notion qui n’était vraie quedansle casou I'on avait
unefonctiond’'une seulevariable.En revanche)a notiondedifférentiellerestetoujoursvalable.

— La notion de différ entiabilité dansle casdesfonctionsde plusieursvariablesestune généralisation
dela notion de dérivabilité dansle casclassiquedesfonctionsd’une seulevariable.

Il sufiit donc,déslors, derevenir a la définitioninitiale (définition/théoréme) de la différentiabilité en la
généralisant existe-t-il uneapplicationlinéaireu : R? — R (on parleici deformelinéaire-cf coursMaths

Sup) telle quepourtoutvecteurdV = (dz, dy,dz), onait :

(@0 +dz,yo +dy, 20 + d2) = f(z0, 0, 70) + u(da, dy, d2) + |V | le(@V)]

= [T+ dV) = () +uld?) + ||V |e(@V)

avece : R3 — Rtelle que|e(cﬁ)| —0 quandHcF/kH2 — 0. (criterede Fréchet-diférentiabiité) ?

On peuteffectivements’amusea déweloppen’expressiorde f (?0 + cﬁ) etessayedefaireressortirunepartie
Iinéaireencﬁ, puisunepartiequadratiquéentermede carré)négligeablesn cﬁ Mais celaesttoutdeméme
fastidieux,aussinousallonsdonnerdesdéfinitionséquialentedela différentiabilité.
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DE DIFFERENTIELLE 1.4 Différentielled’unefonctionenun point

Dérivéepartielle

On peut,lorsqu’unefonctiondépendainside plusieursvariables définir desdérivéespartiellescommeétant
desdérivéespar rapporta unevariablequandon maintientles autresconstantes on seraméneainsia un cas
bienconnui.e. la dérivationdefonctionsd’une seulevariable.

Définition 5 (Dérivéepartielle). Soitf : I ¢ R® — R ou I estunouvertdeR? etsoitVy = (g, yo, 20) € I
unpointdeR3.
On définitla dérivéepartielle de f par rapporta x enxy et au point (zg, yo, 29), quandelle existe la

., (0 .
quantltenotee<a—f> (0,0, 20) avecy etz maintenugonstants
xr
Y,z
of )= 1 f(@o + dz, Yo, 20) — f (20, Yo, 20)
dz—0 dx

etdela mémeacgonlesdérivéegartiellespar rapporta y et z. On utilise le signe* 9” etnon“d” carla

dérivéeestpartielle.

Critér e de différ entiabilité
Il existeunthéorémeréspuissangui nousdonneun critéreéquialentde différentiabilité:

Théoréme4 (Différ entiabilité). Soitf : I C R? — RouI estunouvertdeR? etsoitVy = (z9, o, 20) € I
unpointdeR3.
1. f estdifférentiablesi et seulemenyf admetdesdérivéespartiellespar rapporta toutessesvariableset
guecesdérivéegartiellessoientcontinues.

2. f estalors continueglobalemenpar rapporta sesvariables(la continuitépar rapporta chaquevariable
priseséparémengstinsufisantel ! 1) etondit que f estC?.

3. Ladifférentiellede f au point7 = xo,yo,zo) estalors I'application :
2 (@v) = 17d +gf(x7’)d +gf(t7)dz

Concrétementelaveutdire qu’unevarlatlon|nf|n|teS|maIede la grandeurf provient de variationsinfini-
tésimalesdesgrandeurs, y et z, pondéréeparlesvaleursdesdérvéespartiellesen ce point. Par allégement
desécrituresetengénéralisanpourz, y etz quelconqueson écrit :

f of of ..
d d —dy+ —
= Tt e,
Remarguesimportantes
. _of of of - g, —
— Quandon écritquedf = 9z dz + 8_ dy + B dz, enmaintenany etz constantsdy = dz = 0, eten
Y z
divisantlesdeuxmembresie'égalité pardz, onretrouwe que:
a9 _of
dr Oz

Eneffet, f n'estalorsplusfonctionquedez, c’estpourquoion retroue la dérivéedroite.

— Rappelongjue f estconsidéréeommeunevariable:

dm ) =7
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DE DIFFERENTIELLE 1.4 Différentielled’unefonctionenun point

Si f dépendparexempled’unevariablez, endivisantle tout pardz, il vient:
din(f) _df 1 _ f'(x)

de  dxf  f(z)

etonretroue la dérivéelogarithmique: on estrassurés

= [In(f ()]

Fonctionsde plusieurs variables a valeurs vectorielles
Soit? : I C R — R oI estunouvertdeR? etsoitVy = (o, 90, 20) € I unpointdeR3.

z fl(xa Y, Z)
Ty |—| heva
z f3(£C, Y, Z)

c’est-a-direquela fonction? (fonctionvectorielle)transformeun vecteuren un vecteur(contrairemené tout
alheureou f transformaitun vecteurenun nombreréel f (z, y, 2)).

Pourétudierce genrede fonctionsvectorielles,on étudieséparémenthaguecomposantale 7et onre-
tombesurle casd’'unefonctionde plusieursvariablesa valeursdansR.

Remarguessur la composition
Nousallons,sangprocédeauneécritureformelle mathématiquesxpliquercommentraiterlesproblémesle
compositiordefonctionsdeplusieursvariablesgetce,enadoptantineécriture*a la physicienne” Rappelongn
effet quemathématiquement, lafonctionet f = f(x) lavariablesontdesobjetsmathématiquesomplétement
différents...
Onimagineunecompositionde la fagonsuiante:

(z,y,2) — [u(z,y,2);v(z,y, 2)] — g(u;v)

éi}nsi,f : R3 —>Rei)onaf = g o h avec:
h : R3 — RZ avec h (xaya Z) = [hl(w,y,z);hg(:z,y,z)] = [U(.T,y,Z);’U(IL‘,y, Z)]
g : R - Ravecg : (u,v) = g(u,v)

Aufinal, f(z,y,z) = g(u,v)
Danscecas:
0g Ou  O0g Ov 0g Ou 0g Ov
df =dg =[5+ ——=]d ———+——=—]|d =+ =
f = dg [auax+auax] 2+ + Jdy + 3u8z+61)3z
Pourles confirmés,l sufit de multiplier les deuxmatricesJacobiennede i et g et on obtientimmédia-
tementle résultat...maiselasupposeajuel’on ait défini la différentielled’une composée ceuxqui voudront
approfondircettenotion pourrontseplongerdansdesmanuelsle mathématique@MathsSup/ Spéou DEUG)
maison n’enauraguérel’utilité enPhysique.

|dz
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DE DIFFERENTIELLE 1.4 Différentielled’unefonctionenun point

Exemples
— Sil'on reprend’équationd’étatdu gazparfit, ona:

nRT
P=—
%
nRT
dP = d(T)

La plupartdu temps,commel’on considéredessystemegermés,doncle nombrede molesgazeusesgst
supposé&onstant

T PdT — TdP 1 T
dP = nRd(5) = nR———7;—— = nR[5dT — —;dP)]
— Enchimiedessolutions e pH estdéfinicomme:
pH = —log[H30™]
- 1 . o
avecici logz = 1?—1$0) (logarithmeen basel0 : log(10) = 1 etlog(10™) = n). On a affaire & une
n

différentiellelogarithmique
_d[H30+] o 1
[H30*]  In(10)

On voit doncquela variationde pH estdlea unevariationrelative surla concentratiorenions hydronium
[H307].

dlpH] =

18



2 APPLICATIONSEN PHYSIQUE

2 Applications en Physique

2.1 Calculsd’err eur
2.1.1 Utilisation de la différentielle

Il arrive souvent qu’en Physique(ou toute autrescienceou I'on effectuedesmesures)’'on ait desincer
titudessur la fiabilité de nosinstrumentsOu méme,lorsquenousdevons calculernumériquementinevaleur
de grandeuril sepeutqu’il existe desincertitudesrelatives quantaux valeursdesparamétresiontdépenda
grandeuenquestionCommentalorsévaluercetteincertitude?

Lesfabricantsde matérielsélectroniquepar exemple,nousfournissentdescomposantemaisne peuwent
nousassurequ’unerésistancaelonnéevaille 100 2 exactementOn rappellela formule donnantla résistance
électriqued’'un matériau:

o
=5

ou! estlalongueurdelatige, S lasurfaceetry laconductvité (en©2~1m~1). Or cesvaleursnesontconnues
gu’'avecunecertainemaiged’erreur Supposonalorsquetoutescesvaleursnesoientconnuegju’al0 % pres:

avecquellemanged’erreuraurons-nous? ?
— Nousnepouwnspasécrirenaivement:

R

A
- AYAS
car R nevarie pasforcémentde maniérdinéaireavec chacunde sesparametres I'échelle globale.
Enrevancheal'échellelocale,au voisinagedesvaleurs supposéegxactesdel, S et+, R variedefacon
guasi-linéaire En effet, pour unefonction de plusieursvariables |a notion d’applicationlinéaire tangentese
généralise et de mémequel'on avait fait une approximationaffine dansle casd’une fonction d’une seule
variable,onfaitici uneapproximatiorde R parla partie linéaire desondéweloppementimité.

AR

~vSdl — 1Sdy — IvdS 1 l l
= —dl — —5dy+ —5dS
(vS)? 784 T st Ns
Onvoit doncqu’al’échellelocale,l’'erreur absolualR variedefagonlinéaireavecleserreursabsoluesles
parameétredl, dy etdS.

dR =

2.1.2 Majoration del’err eur

Il estalorspossibledemajorer ceserreursabsolues I'échellelocaleparleurserreursabsoluesl’échelle
globale:

l l
— N~y — —
25 v 452
Maisici, onnousdonnedeserreurgelativesetnonabsoluespn utilise doncla différentiellelogarithmique

1
dR| < |AR]| < | Al AS|
vS

d(InR) = d[ln('yis)] =d(lnl—Iny—1InS) = # — ny_ﬁ’ — %
onendéduitdoncl’erreurrelative surla valeurde R calculée
ANl Ay AS
<|AR| < |=— - — - =
[4R| < |AR| < |57 = 1 = =2
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2 APPLICATIONSEN PHYSIQUE 2.2 Un opérateudifférentiel: le gradient

2.2 Un opérateur différentiel : le gradient
2.2.1 Approcheintuiti ve

Considéronsinegrandeumphysiquet dépendantlu lieu oul'on seplace: typiquement¢ estunefonction
destrois variablesd’espacescequel’on appellelescoordonnéeéz; y; z).

¢ : RR=SR
T = &(7; y; 2)
Ondit que¢ estunchampdescalaires eneffet, entout pointdel’espace pon peutassocieun scalairec’est-a-
dire unréel(paroppositiona unvecteur) La questionestde savoir commenin peutcaractérisefévolutionde
cechamplorsquel’on sedéplacedansl’espace Pourcela,on connaitla notiondedifférentielle.Si on arrive a
définirlesdérivéespartielleset quecelles-cisontcontinuesd’apresle théoreme¢ estdifférentiableet’'on a:

o 0 0
d = (55)da + (5 dy + (55) da

Rappelongjued¢ représenten accroissemerinfinitésimaldela grandeui.

Rappelonswussiquedansun repérecartésien|es vecteursde la base(u_; ; 171,’ ; 172) sontfixes(constanten

directionet ennorme); ainsiun déplacemenélémentaires’écrit:

dalv_f:g;:dx@)—l-dy@-l-dz@

La différentielled¢ de ¢ peutdoncétre vue commele produit scalaire du vecteurd7 par un vecteurau
point (z;y; z) :

¢ = gradé = | %

de = Vedl

Par définition, ce vecteurestappelégradient de¢ aupoint (z; y; ).

2.2.2 Définition

Soit¢é unchampscalairedel’espace

& : RBBSR
z (25 y; 2)
Ondéfinitle vecteur gradient de¢ commeétantle vecteur:

¢ =gradg =Ve=| %

9¢
oz

Attention, le gradientestun opérateudifférentiel (il faitintervenirlesdérivéespartiellesde), linéaire (le gra-
dientd’'une combinaisorinéaireestla combinaisorinéairedesgradientskettransformeunefonctionscalaire
envecteur
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2 APPLICATIONSEN PHYSIQUE 2.2 Un opérateudifférentiel: le gradient

2.2.3 Inter prétation physique

Orthogonalité aux lignesde niveau
Soitune L ligne de niveau\ de¢ i.e. uneligne ou la fonction ¢ resteconstanteet vaut \, etgf un vecteur
élémentairdorsquel’on parcourtcetteligne de niveau.
L={M € Plan | £E(M) = \}

Alorsona:

de =Vedl =0

Le produitscalaireétantnul, onen déduitque?& estorthogonal auxlignesde niveau.Typiquementsur
une cartegéographigu®u météorologiqueon saitquele vecteurgradientde températurestorthogonalaux
lignesisothermes.

Remargue engénéralisané I'espaceetnon plusauplan,on obtientdes“surfacesde niveau”.

Pointagedansla dir ection de croissance
¢ pointedansla directiondes¢ croissantsautrementlit, le gradientnousindiquela directionde montée.

PREUVE : d§ = ?53? > 0.

Vecteurs gradients

Lignes de niveau

Vue de coupe suivant un plan

passant par la charge ponctuelle

Cartographie des lignes de champ électrique E et
des surfaces équipotentielles dans le cas d’une
charge ponctuelle q.

La charge est placée au centre, les ignes de champ
sont les rayons partant du centre, et les surfaces
équipotentielles sont les sphéres concentriques.

&
F 3
L ]
L

L A
e, 2
Etant donné le signe « -, les liznes de champ sont
orientés vers les potentiels décroissants.

= —=
Iei, E=-grad V et V=

FIG. 7 — Propriétésdu gradient,exemple

21



2 APPLICATIONSEN PHYSIQUE 2.2 Un opérateudifférentiel: le gradient

Forcedérivant d’'une énemie potentielle £,

Soit un corpssoumisa uneforce f’) Ondit que? derive d’'une énegie potentielleE, s'il existeunetelle
fonction E, telle que

—
F= —gradE, = —?Ep

Souwent,onva“a I'envers” etl'on essayealetrouver unetelle fonction parintégrationde?. La fonction E,,
estalorsdéfiniea uneconstantdd’intégrationprés)quel’on fixe arbitrairement.

Exemples
Quelquesnepiespotentielles

— Enegie potentielledepesanteur E, .. ..., = mgz + cste
— Enengie potentielleélastique B tastigue=3k.(Dl)?teste

— Enegie potentielIeélectrostatiqueEp 1 Q

—_1
électrostatique™=— Ineg T +cste

: laconstantestchoisienulle al'infinie.

Commael’énemie potentielleestdéfinieauneconstantgres,la constantal’intégrationn’estpasimportante
puisque commeon le verradansla suite,seulecomptela variationd’énegie potentielle(qui secorvertiraen
énepgie cinétigue) ainsi,la constantechoisiearbitrairemens’enva.

Exempledétailléde calcul d’'une énergiepotentielle

Considéronsinemasseaccrochée un ressoride constantaleraideurk etdelongueuravidely. Enraison
dela force de rappel,la masseestsoumisea une énegie potentielledite “élastique” E,. Fixonsl'origine du
repereen O lorsquele ressorin’estni étiré, ni comprimé c’est-a-direJorsquela longueurdu ressortestégale

alalongueuravidel : x désignedoncl’élongationdu ressort(si le ressortestétiré,z > 0 etinversementsi
z < 0, le ressorestcomprimé.)

\%ﬁ

]
L J

FIG. 8 —Ressorsimple

La force de rappels’écrit : F = _kz 7 ol 7 estle vecteurunitaire sur I'axe orientédu ressort.un
élémentde travail de cetteforce s’écrit : Wa = ?Ef = —kz 7dz7 = —kzdz puisquel’élémentde
déplacementela massenepeutsefairequeselon7. Commepardéfinition,Jsz = —kz dr = —dE,, onen
déduitparintégrationque E,, = %kx2+cste Or, enz = 0, leressorn’estni étiré, ni comprimécarcelarésulte
de notrechoix (tout a fait arbitraire!) de prendrel’origine ence point O. Le ressortin’y étantni comprimé,ni

étiré,I'énemie potentielleélastiqueestnécessairemenmiulle, etdonccste= 0. Evidemmentsi 'on avait choisi
uneorigineailleurs,la constanteseraitdifférente
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2 APPLICATIONSEN PHYSIQUE 2.2 Un opérateudifférentiel: le gradient

Remarque essentielle
LeseénepiescinetiqueF, etpotentielleF, sontdéfinissablea chaquenstantetn’importeou: ondit quece
sontdesgrandeurs d’état, c’'est-a-direqu’ellesdéfinissentin étatdu corps.Une variationélémentairale ces
grandeurgésultendd’'une différencede cesgrandeurentredeuxétatsinfinimentvoisins:

dE, = E,(étatinfinimentprochedel’étatinitial) — E, (étatinitial)
delamémefacongu’unevariationquelconquele cesgrandeursésultedela simpledifférencedecesgrandeurs
entreles étatsinitiaux et finaux.

Enrevanche]e travail d’uneforce? n'estpasunequantitésusceptiblel’étre définiea chaquanstant: au
contraire,le travail se définit au coursd’un mouvementet I'on parlede “travail au coursd’un déplacement”.
Ainsi, au coursd’'un déplacemenélémentairepn ne pasécrire dWW car ce travail élémentairene peutpas
s'écrirecommeune“différencede W entredeuxétatsinfinimentvoisins”. On notedoncce “petit travail crée
au coursdu déplacementdW et on dit que W n’est pasune différentielletotale. Le travail d’'une force
dépenddu cheminsuivi etondit quel’intégrale

/AB?ﬁ

est une intégralecurviligne, dansle sensou il ne sufiit pasde faire une différencede la primitive (quand
elle estcalculabld) évaluéeauxbornesA et B. Entermessimples,lesintégralesdesfonctionsclassiquese
dépendentue desvaleursde leur primitive aux bornesd’intégrationet pasde ce qui peutsepasserentre”.
Ici aucontraire,il vafalloir caIcuIerchaqué‘?.cﬁ” etlessommer: on a alorssouwentbesoinde résolutions
numériquespprochéesarle calculformel estinextricable,pourne pasdire impossible...

Il estaussinécessairele remarquerque lorsquele champde force estuniforme, la force appliquéeau
systemeestidentiqueentout pointdutrajet, si bienquele travail total seréduitauproduitscalaireF'. AB.

PREUVE :
W:/A Fd=F. ’ il = F.AB

(D’ailleurs, surunparcours élémentaied7, onsupposejuela forcey estlocalemenuniformepour pouvoir
direquedW = ?ﬁ)
Cependanﬂprsqueﬁ dérive d’'une énegie potentielle,

oW = F.dl = -VE,.dl = —dE,

Dansce casparticulier etcecasseulement §W devientunedifférentielletotale.

Une conséquence l'intégrale premiere del'énergie mécanique
Soit un corpsde massem soumisa un ensemblede forces?i dérvant toutesd’une énegie potentielle

E,,dontla résultanteest B = i ?Z DemémeonnoteE, = ). E,, I'énemie potentiellerésultante.
D’aprésle Théorémede I'Ener gie Cinétique (TEC), ona:

dE. = W3 = —dE,
puisqueﬁ dérved'uneénegie potentielle Ainsi, dE, = —dE, <= dE.+dE, = d(E.+ E,) = 0. L'énegie

mécaniqueF,,, = E. + E, seconsere aucoursdu mouvementi.e. £, = constante. On parled’intégrale
premiéredel’énergie mécanique.
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2 APPLICATIONSEN PHYSIQUE 2.2 Un opérateudifférentiel: le gradient

Le long du trajet AB,
la force F n’est pas forcément
constante : pour ealculer le travaill %

de la foree F sur le trajet, il faut

décomposer le trajet en petit trajets

élementaires sur lesquels on peut alors supposer que F n’aura pas trop varié. On obtient
alors un travail élémentaire §W. Pour obtenir le travail total W, il suffit de sommer tous
les W le long du trajet.

Sila tb_rEc_F'est constante le long du trajet, on peut factoriser le
terme F dans les produits scalaires et W s’obtient aisément :

[A 2/ o

A W=F.AB
B

Fic. 9—Travail d'uneforce
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2 APPLICATIONSEN PHYSIQUE 2.2 Un opérateudifférentiel: le gradient

Généralisation: “Théoréme de I'Ener gie Mécanique”
Nouspouwnsénonceie théoremealel'énergie mécaniqué TEM)

Théoreme5 (ThéoremedeI'énergie cinétique). L'énegie mécaniquel’'un systemenatérielseconservesile
systemestuniguemensoumisa desforcesconservatived.a seulesouicedeperted’éneggie sontlesforcesnon
conservatives la diminutiond’énegie mécaniqueestalors égaleau travail de cesforcesnon conservatives,
ditesaussidissipatives.

PREUVE :
Il sufiit dereprendrda démonstratioprécédentenfaisante tri entrelesdifférentedorcesenjeu:

dE. = W3 =Wz + W= = —dE, + éW,

. +? . non cons
conservatives non conservatives consv non consv

Onendéduitdoncque:

dEm = 5Wnon conservatives

Typiquement|esforcesnonconserativessontlesforcesdetypefrottement.
Remarques

— Le Théorémealel'énerie cinétiqueetle Théoremealel'énergie mécaniquae sontenfait quedesformes
différentesd’un mémebilan énegétique: il estbienimportantde comprendrejuel’on peututiliser 'un
ou l'autre indifferemmenidu momentquel’on a comptabiliséune et une seulefois chaquetermeéner
gétique(travail, énegie potentielle).L'erreur estde compterdeuxfois, voire plus chaqueélément. on
choisitle TEM oule TECetl'on s’y tientjusqu’aubout.

— S'il estvrai quel’on al’équivalence T ravaux desforcesde frottementss Diminution del’énergie mé-
caniqueE,,”, il nefautenrevanchejamais faire I'associationTravaux desforcesde frottementss
Diminution del'’énemie cinétiqueE, (doncdevitesse)”.C'estvrai engénéralmaispastoutle temps.
Un desexempledespluscélebresestcelui du satelliteenorbitecirculaireautourdela Terre.Lescalculs

nousdonnent
M
B, = T
2r
et
msMr . Ay
E, = —GT = —FE, (E, <0 : lesystémeestdansun étatlié)
T
Ainsi, dE,, = —dE. : si desforcesde frottementsdevaients’appliquersur le satellite(on peutimagi-

ner desfrottementsavec I'air de I'atmospheresi le satelliteesten orbite circulaire basseautourde la
Terre),I'énemie mécanigualiminuerait. Enrevanche)' énemie cinétique quanta elle,augmentetdonc
la vitessedu satellitepar la mémeoccasiorn Bien évidemmentje satellite se scratchemaisil s’agit
d’uneillustration visanta montrerqueles frottementsne font pastoujoursqueralentir un systémeen
mouvement...

* Kk Kk Kk Kk Kk ok k k ok ok
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