Analyse vectorielle — systemes de coor données

1 Systemes de coordonnées : représentation du point

L es coordonnées cartésiennes empl oyées habituellement pour représenter un point dans
I'espace & trois dimensions R® ne sont pas toujours |es plus appropriées. On retiendra deux
autres types de coordonnées pour décrire un point ou une champ scalaire : les coordonnées
cylindriques et les coor données sphériques.

1.1 Coordonnées cartésiennes du point

L'espace R® est défini classiquement dans un systéme de coordonnées cartésien fixe défini par
® ® ®
un repére orthonorme fixe (O,u,,u,,u,). Dansun tel systeme, un point M est défini par ses

coordonnées M=(x, y, 2).

1.2 Coordonnées cylindriques du point

Note : les coordonnées cylindriques sont grosso modo une extension atrois dimensions des
coordonnées polaires.

LaFigure 1 illustre la situation d'un point M dans I'espace. Pour un repere d'origine O
déterminé, ce point M sera défini par (X, y, z) dans le systeme de coordonnées cartésiennes et
(r,] , 2) dansle systéme de coordonnées cylindriques.
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Les transitions dans I'un et 'autre des systemes est le suivant :

coord. cartésiennes® coord. cylindriques

F=a/x2+y?

j = arctga(‘gg
exg

=2

coord. cylindriques ® coord. cartésiennes

x=r:cos(j )
y =r>an(j )
2=2

1.2.1 Exemple

Trouver, en coordonnées cylindriques, I'équation de la sphére de rayon a définie dans R® en

coordonnées cartésiennes par :

X*+y?+z°=a @)
En remplacant x, y et z par leurs coordonnées sphériques, on trouve :

r’xcos’(j )+r’»>@n?(j )+z°=a’ 2)
En smplifiant encore :

r?+2z2=a )
1.2.2 Exemple
Trouver, en coordonnées cylindriques, I'équation du plan défini dans R® en coordonnées
cartésiennes par :

2=X+Yy 4
En remplacant X, y et z par leurs coordonnées sphériques, on trouve :

z=r:cos(j )+r:an(j) (5)
En simplifiant encore :

z:«/Exrxcosgje-BQ (6)

e 4o

1.2.3 Exemple

Trouver, en coordonnées cartésiennes, |'équation de la surface définie dans R® en coordonnées

cylindriques par :
r=j +z

()

Enremplacant r et j par leurs coordonnées cartésiennes respectives, on trouve :

z=4/x2+y? - arctg%g
éX g

8)
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1.3 Coordonnées sphériques du point

LaFigure 2 illustre la situation d'un point M dans I'espace. Pour un repére d'origine O
déterminé, ce point M sera défini par (X, y, z) dans le systeme de coordonnées cartésiennes et
(r,j , Q) dansle systeme de coordonnées sphériques. Il est trés important de noter que la
coordonnéer est ici trés différerte de la coordonnée r des coordonnées cylindriques !
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Les transitions dans I'un et |'autre des systemes est le suivant :
coord. cartésiennes® coord. sphériques r= \/XZ +y?+ 722
5 z 0
= & CCOS ¥
8 ’XZ + y2 +ZZ 5
, 0
] = arCtg('?/—+
exg
coord. sphériques ® coord. cartésiennes x=r:gn(q):cos(j )
y =r>an(q)>an(j )
z =rxco(q)
1.3.1 Exemple

Trouver, en coordonnées sphériques, I'équation de la sphére de rayon a définie dans R® en
coordonnées cartésiennes par :

X2+y*+z°=a 9
En remplacant x, y et z par leurs coordonnées sphériques, on trouve :

r?>an?(qg) xcos*(j ) +r2>dn?(q) >g@n?(j ) + r’ >xcos? (g) = & (10)
En simplifiant encore :

r=a (12)
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2 Systemes de coordonnées: représentation du vecteur.

L es systemes de coordonnées cartésiens employés habituellement pour représenter un vecteur
dans |'espace & trois dimensions R® ne sont pas toujours les plus appropriées. On retiendra
deux autres systeémes de coordonnées pour décrire un vecteur ou un champ vectorid : le
systéme de coor données cylindriques et le systeme de coor données sphérique.

2.1 Systeme de coordonnées cartésien

L'espace R® est défini classiquement dans un systéme de coordonnées cartésien fixe défini par
® ® ®
un repere orthonorme (O, u, ,u,,u,) . Dans un tel systeme, un vecteur v est defini par ses

coordonnées &, a, €t &, sachant que :

a8 0

Q - ® ® ®

ca, +=a X, +a, X, +a xu, (12)
&5

2.2 Systeme de coordonnées cylindriques

) illustré

—~

® ® ®
L e systeme de coordonnées cylindriques est defini par le repere mobile (M, u,,u; ,u

z

® ®
u. et u,ontéé

r*

Co

par laFigure 3. Soit M' la projection de M sur le plan xOy; les vecteurs
reportés en pointillé sur M' pour expliquer leur construction.
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On remarque :
l(i est paralléle au segment OM'.
li est perpendiculaire a 3, dans le plan xOy et son sens est celui dej .

®
u, ne change pas par rapport aux coordonnees cartésiennes.

® ® ®
Le repére mobile est orthonormé : les trois vecteurs u,,u. et u, sont

roH
perpendiculaires I'un al'autre et de module 1.

2.2.1 Transformations de bases

® ® ®
Un vecteur v exprimé par (ay, &, &) dans le repére fixe (O,u,, u,,u,) esttransforme dansles

®®®

coordonnées (&, & , )" du repére mobile (M,u u,) au moyen de la matrice suivante :

lr!Jl

o, § 8eCOS(J) an(j ) Ooa@ 0
cq +=¢- 9n(j) cos(j) O= &;a + (13)
G,z & O 0 1y&,5

® ® ®
Inversement, un vecteur v exprimé par (&, & , &)' dans le repére mobile (M,u,,u;,u,) et

®®®

transformé dans les coordonnées (a, a, a,)" du repérefixe (O,u ,»U;) aumoyendela

matrice suivante :

’X’

&g goosj) -dn(j) 09 a# g
¢ +=¢dn(j) cos(j) 0+xa + (14)
gazE 8 0 0 1ggazg

On constate pour la matrice de transformation T que T' = T, ce qui est norma dans une
transformation de bases orthonormeées.

2.2.2 Exemple
® ®
Soit v le vecteur défini ainsi dans le repere fixe (O, Uy, u,):
aéo
V= (;2—
g?,Etux,uy,uz>
Soit encore le point M=(1, 1, 1). Chercher les coordonnées du vecteur v dans le repere mobile
® ® ®
(M,u,,u;,u,).
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On cherche tout d'abord les valeursr, | et z de ce point en coordonnées cylindriques. On
trouve :

r=+2
j =45deg
z=1
On trouve enfin :
212 142 00 &3¢ 22.1215
Vau, g up> =6 U2 142 0+>§2% = 80.707é (15)
g O 0 15 83TQUX,vauZ> 8 3 5

2.3 Systeme de coordonnées sphériques
® ®

®
L e systeme de coordonnées sphériques est defini par e repere mobile (M,u,,u,, u,

;) illustre

®
par laFigure 4. Soit M' la projection de M sur le plan xOy; le vecteur u; aétereporté en

pointillé sur M' pour expliquer sa construction.
A

/ W
Figure4
On remarque :
L(;), est paralléle au segment OM.

® ®
u, est perpendiculairea u, dansle plan MOz et son sens est celui de q.

® ®
u; est perpendiculairea u, dansle plan xOy et son sens est celui dej .

® ® ®
Le repere mobile est orthonormé : les trois vecteurs u,, u,, et u; sont

perpendiculaires I'un al'autre et de module 1.
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2.3.1 Transformations de bases

®

®
Un vecteur v exprime par (a, &, a,)' dansle repérefixe (O,u, iy

®

,U,) est transformé dans les

z

® ® ®
, T N . . . .
coordonneées (&, & , &) du repere mobile (M,u,,u,,u; ) au moyen de la matrice suivante :

@9 gn(c)>oos(j) sn()sn(j)  cosd) o @0
gaq +=coos(d) eos(j ) cos(a)sn(j) - Sn(g)+xga, - (16)
Sa5 & -dn() cos(j ) 0 ;&5

® ®
Inversement, un vecteur v exprimé par (&, &, &;)' dans le repére mobile (M U, Ug, Uy ) est

® ® ®
s 7 T N .
transforme dans les coordonnées (a, &, &) du reperefixe (O,u,,u,,u,) au moyen dela

matrice suivante :
8@9 gﬂSH(Q)mS(j) cos(q)>cos(j ) - 9n(j)¢ 2a 0
¢ay+=¢dn(a)an(j) cos(q)xEn(j) cos( ) +xga,+ (17)
gaza 8 COS(Q) - Sn( q) 0 5 gala

A nouveau on constate pour la matrice de transformation T que T' = T, ce qui est normal
dans une transformation de bases orthonormeées.

2.3.2 Exemple
® ® ®
Soit v le vecteur défini aing dans repere fixe (O,u,,u,Uu,):
20
V=c2+

Soit encore le point M=(1, 1, 1). Chercher les coordonnées du vecteur v dans le repere mobile
® ® ®
(M,u,,u,,u;) .

On cherche tout d'abord lesvaleursr, j et z dupoint M en coordonnées cylindriques. On
trouve :

=3
] =45deg
g=54.74 deg
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On trouve enfin :

20577 0577 0577  ado 23,464
V<u,,uq,uj > g 0 408 0 408 - 0 817 &%2— :g_ 1225_ (18)

& 0707 0707 0 &g, , .. &0707 5

3 Intégrales triples

Les intégrales sur un volume ne se résolvent évidemment pas de la méme maniére suivant le
type de coordonnées choisi. En particulier, I'édément infinitésimal dV est différent. Suivant le
changement de variable requis, on trouve dV en calculant le jacobien du changement de
variable effectué. Nous n'allons pas entrer dans les détails de I'analyse de ce jacobien, et nous
allons donner directement dV pour les trois systémes de coordonnées cartésien, cylindrique et
sphérique. Pour illustrer notre propos, le volume d'une sphere sera a chague fois calculé. On
montre facilement :

Ve = G120V (19)
\%

3.1 Coordonnées cartésiennes
L'élément dV est ici le plus simple possible :

dv =dx:dy:dz (20
Exemple : calcul du volume d'une sphére de rayon R.
Les bords de notre volume d'intégration sont définis par la surface de la sphére :

x> +y*+7°=R? (21)
On calcule donc le volume :

(@‘j.>dx >dy >z

sphere

R JRZ—yZ JRZ 272
Vorre= O O (yiz dy >dx

x=- R y:-JRZ- y2 z=- ‘IRZ_ x2-y2

R [Rz_yz
Vae= O O 2X/R*- x*- y* xdy xdx

x=-Ry=[R?-y?
Vsphere= o y><\/ X -yt +[R? - x ]HNH%EMJI__%W
=AR*-x* g

<
|

cohére = FE‘) 2><[R2 - xz]xngx

x=-R
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=R

Vsphére_p?xx 33(

4
V. =—xpR?
3P

sphére —

Comme c'est compliqué ! On est parti pourtant d'un cas simple. Ceci illustre que lorsque on
integre dans un volume sphérique (resp. cylindrique), les coordonnées cartésiennes ne sont
pas bien adaptées. On verra qu'un changement dans les coordonnées sphériques (resp.
cylindriques) va considérablement simplifier notre probléme.

3.2 Coordonnées cylindriques
L'éément dV est le suivant :
dV =r:dr:dj :dz (22
Exemple : calcul du volume d'une sphéere de rayon R.
Les bords de notre volume d'intégration sont définis par la surface de la sphere :
r’+z*=R? (23)
On calcule donc le volume :

sphére

Ve = Q@Y *0r xdj xdz
\

2p \RZ-22
Vore= O O @ 0rxdj xdz
=0

<
8
S
|
%}
X
2
Nl\)
&S
N

sphére —

4
\/ = —xpxR3
3XI0

On voit ici quelque chose d'intéressant : comme |'équation de la sphere (23) est indépendante
dej , on peut simplement 'sortir' ?...dj de l'intégrale triple.

On aurait pu simplifier des le départ :

R 2pVRE-22 ar § aer RAZ2 o) R +[RZ-22
O O Oxrdxdz=¢ ¢y D& § (drdzi=2px ) (ydrdz (24)
z=-Rj=0 r=0 & =0 @ &=-R r=0 a z=-R =0

Ce phénomene de simplification est encore plus marqué en coordonnées sphériques.
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3.3 Coordonnées spheériqu
L'éément dV est le suivant :
dV =r?>g@n( q)

es

xdr>dj >dq

Exemple : calcul du volume d'une sphére de rayon R.

Les bords de notre volume d'intégration sont définis par la surface de la sphére :

r=R

On calcule donc le volume :

Vsphére = c\n\l\jz >Gn( q) Xdr >dJ >dq
\%

Vv

sphere

P 2p
Y N\
OO0
g=0j=0r

sphére
=0 j =0
P
\
Vsphére
g=0

sphére —

Vv

sphére —

Vv

¥e Ve

P 20 3
« R

0O o;’ﬂ'n(quj >dq
— Zp XR3 : X(j
= O? >an( q) xdq
2 R cos(q) |
3 q=0

4
—xpxR3
3P

Zx@n( g)>dr >dj >dq

(25)

(26)

Ici également, on peut smplifier. Comme |'éguation de la sphére (26) est indépendante dej et
g, on peut simplement 'sortir' ?...d et ?2...dqg de l'intégraletriple.

On aurait pu écrire dés le départ :

2p R

p
O O ¢2>€n( q)>dr >

q=0]j

0)

0 r=0

g = i‘g;‘m 6) >dlq

10

6 0
=& i T

2 egi=0

(%]

o
(s

6 3
Zxdrs= 2>Qp><R—
= 3

(27)



